代数 学 


i 曾 了 8 上 品 前 苏 荔 守 定 此 


内 容 莘 全 


全 书 共 分 两 卷 , 涉及 的 面 很 广 , 可 以 说 概括 了 1920 一 1940 年 左右 代数 
学 的 主要 成 就 , 也 包括 了 194 和 年 以 后 代数 学 的 新 进 履 , 是 代数 学 的 重要 落 
作 之 一 .本 书 是 第 二 卷 , 在 这 一 卷 中 第 十 一 章 讨 论 了 单 变量 代 效 函数 的 理 
论 。 第 十 二 章 讨 论 同 时 带 有 拓扑 结构 的 各 种 代数 系统 .以 下 三 章 为 理想 理 
论 , 包括 诸 特 《Noether) 环 中 一 般 理想 理论 ,多 项 式 环 及 代数 整 量 的 理论 ， 
取 牛 三 章 为 线性 代数 ,结合 代数 和 环 的 结构 ,以 及 群 与 代数 的 表示 理论 . 
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第 四 版 前 吝 


第 二 卷 的 开始 增添 了 新 的 两 章 ， 一 章 叙述 单 变量 的 代数 函 
数 , 直 到 得 出 任意 常量 域 上 的 黎 曼 - 罗 赫 《Riemann~Roch) 定理 ;为 
一 章 讨论 拓扑 代数 , 主要 考虑 拓扑 群 ,还 与 体 的 完备 化 , 以 及 局 部 
有 界 和 局 部 紧 体 的 理论 。H. R. 费 谢 尔 (Fischer) 博士 先生 审 蚀 
地 阅读 了 这 二 章 的 手稿 ， 作 者 对 他 所 提出 的 许多 有 益 的 意见 表示 

-一般 理想 论 " 一 音 中 收 进 了 克 和 鲁 尔 (Krul) 关 于 素 理想 的 形式 
逢 及 素 理 想 链 的 重要 定理 ,从 而 作 了 扩充 ， 

在 “代数 整 量 ” 一 章 中 把 整 闭环 中 理想 论 与 赋值 论 的 关系 表达 
得 更 铺 楚 了 ， 在 线性 代数 "一 章 中 增加 了 关于 反对 称 双 线性 型 的 
新 的 一 节 (5 140). 

“代数 一 章 中 例子 增多 了 。 按照 雅 各 布 森 《Jacobson) 的 方式 
不 附加 有 限 条 件 发 展 了 根 的 理论 ， 更 强调 了 EE. 诺 特 (Noether) 关 
于 模 的 直 和 与 直 交 的 观念 。 将 雅 各 布 森 的 方法 与 E. 诺 特 的 方法 
相互 结合 起 来 ,可 以 大 大 地 简化 几 个 主要 定理 的 证 明 . 

为 了 更 易于 理解 起 见 ， 重 新 改写 了 表示 论 一 章 中 4$ 163 一 165 
诸 节 . 

作者 力图 通过 精简 使 得 本 书 的 篇 幅 不 超出 一 个 可 容许 的 限 
度 ， 因 此 删 去 了 消去 法 论 一 章 ， 关 于 齐 次 方程 的 结 式 的 存在 定 
理 , 过 去 是 通过 消去 法 来 证 明 的 ， 现 在 在 $121 中 作为 希 尔 伯 特 
(Hilbert) 零点 定理 的 一 个 推论 而 出 现 ， 
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第 十 一 章 ” 单 变量 代数 函数 


复数 域 上 的 代数 范 数 古典 理 论 以 有 了 黎 受 - 罗 赫 《Riemann- 
Roch) 定理 而 达到 高 峰 ， 对 这 个 定理 有 函数 论 的 ` 几何 的 和 代数 的 
证 朋 方 法 .在 C. 若 当 (Jordan) 所 著 分 析 教 程 II” (Cours d Analyse 
ID) 的 第 八 章 中 可 以 找到 运用 几何 思想 的 函数 论证 明 方法 的 一 个 
美好 表述 .在 几何 证 法 方面 , 塞 弗 里 (Severi) 的 快速 方法 ?特别 值 
得 提出 .由 戴 德 金 (Dedekind) 和 韦伯 (Weber) 所 给 出 的 纯 代 数 的 
证 明 方 法 [J.reine angew， Math.，92 (1882)], 被 E. 诺 特 (Emmy 
Noether) 所 简化 ,而 且 推 广 到 完全 的 常数 域 上 ， 对 于 任意 常数 域 ， 
站 先 由 FE. 人， 施 密 特 (Schmidt) 给 出 了 黎 曼 - 罗 赫 定理 的 :证明 
[Math. Z. 41 (1936); 那里 还 有 更 多 的 文献 |。 A， 魏 依 (André 
Weil) 在 J. reine angew. Math.，179 (1938) 中 给 出 了 较 简单 的 
证 有 明 . 了 下面 我 们 遵循 他 的 证 明 . 

作为 准备 ， 我 们 要 用 到 赋值 论 中 的 一 个 一 般 的 定理 
定理 。 这 里 的 证 明 搞 自 E. 阿 廷 (Artin) 的 讲义 . 


$83. 逼近 定理 
“下面 我 们 提 到 “赋值 ”, 总 是 指 域 K 上 的 非 不 足 道 赋值 , 按 $75， 


两 个 这 种 赋值 PF 与, 若 从 lim g(a,)=0 总 可 得 到 im 4(a,)=0 
而 且 反 过 米 也 成 立 , 则 与 等 价 . 


1) 这 个 方法 的 最 新 表达 可 参考 F. Severi, Acita ponit. accad. sci.,，1952. 笋 依 
(Weil) 的 证 明 也 受到 快速 方法 的 影响 ,这 个 证 明 将 在 这 里 表述 出 ， 


3373 。 


一 … or i 二 一 -ae 


引 理 1 两 个 赋值 p 与 水， 若 从 p (a) 二 1 可 得 (a) < 1， 
则 9 与 中 等 价 ， 
证 。 显然 只 要 证明 
bla) 一 ooe) (e > 0). 
证 明 的 进行 几乎 同 $ 75 的 证 明 一 样 . 
从 g(a) 二 9p(2) 即 得 g(af5) 二 1， 也 就 得 (a/2b) < 1， 
此 ww(a) 二 (565)， 同样 从 g(a) > gp(2) 可 得 g(a) (5). 
现在 设 ? 为 一 个 使 p(p) > 1 的 固定 元 素 。， 于 是 (pz) > 1. 
对 任意 元 素 a, 令 
Pa) = pp), Pla) = Pp) 
我 们 要 证 6 一 8。 设 mw 与 ”为 使 z/m 二 5 的 自然 数 . 于 是 
n < 6m, Xp(p)" < pp) "= pla)”? 区 gp(p’) < g(a”). 由 开 
始 所 述 ,得 4(p”) 二 g(a”") 或 
bp) < ba)” = yp)’™”, 
因此 nn 二 8m 或 n/m 二 5 
同样 可 证 ,从 n/m > 5 可 得 a/m > 6。 因此 6 = 0. 
骨 令 


e 一 Jogy 史 2) 
log p (p) 
于 是 对 所 有 a， 


log Je) = 6log 4(p) = 58 log 9(p) = elog pa). : 
由 此 得 4(a) 一 p(a):, 这 就 是 所 要 证 的 ， 
象 以 前 所 指出 ， 对 每 一 赋值 p, 就 有 一 极限 概念 ; lima, 一 a 
表示 lim g(a, 一 a) 二 0。 我 们 直接 可 证 ， 
] 62 
一 1， 当 pkGe) > 1, 


lim 一 0， 当 gp(a) < 二 1, 


* 376 ， 


引 理 2， 设 pl，.…'，9po(2 二 1) 为 域 扩 上 有 限 个 互 不 等 价 的 
赋值 。 于 是 存在 域 元 素 4 使 
gia)>1 且 p90) 1 (一 2 0) 
这 个 引 理 在 狄 里 赫 莱 《Dirichlet) 的 单位 定理 大 多 数 的 证 明 中 
起 着 基本 作用 *.。 我们 对 ”用 归纳 法 来 证 明 . 
首先 设 =” 一 2， 这 里 赋值 p: 与 9; 不 等 价 ， 按 引 理 1, 存在 元 
么 6， 具有 性 质 : 
oO 一 1 且 9 二 1， 
又 有 元 素 c, 具有 性 质 : 
ic) 之 1 且 oe) <1 
于 是 一 lc 就 具有 所 需 的 性 质 : 
pe)>1 且 pa) 一 1 
现 攻 这 定理 对 2 一 1 个 赋值 是 对 的 ,于 是 存在 元 于 5。 使 
Pb)>1 且 pb <1 (2 一 2 2 一 1)， 
由 ”一 2 时 已 证 得 的 结果 ,还 存在 元 素 < 使 
pc)>1 且 9oCc) 王 1 
分 两 种 情况 来 讨论 ， 
情况 1 pp,(2) 委 1。 作 er 一 cr 于 是 
pa > 1， pra) < 1， 
且 对 充分 大 的 +， 
PAAa) < y= 2,.…,7 C7— 1). 
因此 可 以 取 4a 二 a. 
情况 2， op,(2) > 1， 作 


j= ch’ 


1 or 


1) 参考 B. LL, V. D. Waerden，Logarithmenfreier Beweis des Dirichletschen 
Einheltensatzes, Abh, Math, Sem., Hambarg, 6(1928). 
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序列 {4,} 在 赋值 p; 与 p。 下 收敛 于 c, 在 其 余 的 赋值 p, 下 收 


八 于 0。 因 此 
jm qi(d;) 一 gpikc ) > |1, 


im pld,) = 9,(¢) 一 1， 


lim ps(d,)= 0 (y= 2,."*,# 1). 
于 是 对 充分 大 的 +，4a = 4, 就 有 所 需 的 性 质 : 
qpi(a) > 1， .yp 
(1) . Le ci (» = 2, ，82 )。 


引 理 3， 设 pl。.…，g， 为 互 不 等 价 的 赋值 。 则 存在 域 元 素 
b, 在 赋值 pi 下 任意 接近 于 1, 而 在 赋值 p，'………，p。 下 任意 接近 
十 0. 

2 一 1 的 情形 是 显然 的 。 对 ”> 1 的 情形 ， 取 一 个 具有 性 质 
(1) 的 元 素 <。 再 作 


Pr 


a 
1 二 a 


序列 {58,} 在 赋值 p: 下 趋向 于 1, 而 在 赋值 p9;,，*…, ,下 趋 
向 于 0。 于 是 就 推 得 这 个 引 理 。 

有 了 这 些 准备 之 后 ,现在 我 们 来 证 

通 近 定理 . 设 pi，……:，9p。 为 互 不 等 价 的 赋值 ， 对 给 定 的 域 
元 素 qi，'……，an， 存 在 域 元 素 ga, 它 在 赋值 p, 下 任意 接近 os: 
(2) Play — 4) Ee (v= 1,..*,#)., 

证 ， 由 引 理 3, 存在 元 素 六 (> 一 1,，……,#), 它 在 赋值 p, 下 
任意 接近 1, 而 在 所 有 其 余 赋值 下 任意 接近 于 0。 于 是 和 

2 一 Lp 十 .十 02 

在 赋值 p, 下 任意 接近 a,. z 

各 赋值 p, 是 非 阿 基 米 德 (Archimedes) 的 , 并 把 它 写成 指数 式 : 


po(z) 一 eol 


一 二 


"378。 


则 《2) 式 成 为 
tw,(a,— a)>N (y= 1,.'.., #), 


其 中 六 为 任意 大 的 实数 . 
$ 84. 按 局 部 单 什 化 元 的 级 数 展开 


设 开 为 单 变量 代数 函数 域 , 即 有 理 函 数 域 A(x) 的 有 限 扩张 ， 
独立 变量 * 的 选择 有 相当 任意 性 : 可 以 任 选 对 和 A 为 超越 的 元 素来 
代替 x. 我 们 感 兴趣 的 只 是 不 变性 质 , 即 不 依赖 于 * 的 选择 的 代数 
函数 域 的 性 质 . 

K 中 对 入 为 代数 的 元 素 称 为 常量 ， 它 们 形成 常量 域 A*。 域 
A* 在 政 中 是 代数 闭 的 ， 即 政 中 对 A* 为 代数 的 元 素 一 定 在 人 A* 
中 ， 
当 提 到 沙 数 域 K 的 赋值 的 时 候 , 总 是 指 那样 一 种 非 不 足 道 赋 
值 , 它 在 所 有 非 零 常量 上 取信 1， 据 $ 80, 可 以 直接 看 出 ， 所 有 这 
些 赋值 都 是 非 阿 基 米 德 的 。 把 它们 写成 指数 形式 
(1) 9p (2) = ce) 

其 中 < 为 任意 > 1 的 实数 ， 对 常量 a 总 有 wa) == 0。 

按 $ 82 的 意义 , 域 改 的 位 是 指 等 价 的 赋值 类 ， 按 $74, 对 于 
域 攻 的 位 , 相应 地 有 赋值 环 3 及 赋值 理想 p。 赋值 理想 是 由 零 及 
具有 w(xz) > 0 的 域 元 素 ， 即 满足 pCz) < 1 的 域 元 素 zx 所 组 成 . 
按 $ 83 引 理 1, 具有 相同 赋值 理想 + 的 两 个 赋值 是 等 价 的 。， 因此 
每 一 赋值 理想 p 只 属于 唯一 的 位 。 为 了 方便 起 见 ， 我 们 用 同 
一 字母 表示 位 及 赋值 理想 . 

按 假设 ,， 域 多 是 有 理 函数 域 A(x) 上 的 有 限 扩 域 ， 要 得 到 KK 
的 所 有 赋值 ,首先 可 按 $ 80 求 出 A(x) 的 所 有 赋值 ,然后 再 按 $ 78 
把 这 些 赋 值 扩充 到 了 政 上 ， 在 $ 81 中 对 代数 闭 的 常量 域 的 情形 进 
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行 了 研究 ;对 一 般 情形 来 说 , 方法 是 一 样 的 。 若 给 出 A(x) 的 指数 
赋值 w, 首先 把 A(x) 扩 到 完备 赋值 域 2, 然后 再 按 $ 81 的 公式 
(2) 定 义 政 的 赋值 W: 

(2) | W (z) 一 niw(N(z,)), / 
其 中 范 数 是 在 8 的 适当 扩 域 中 对 0 作 的 ， 对 给 定 的 赋值 w, 只 存 
在 有 限 多 个 可 能 的 开拓 WW. 

按 $ 80, Atx) 的 赋值 纪 是 离散 的 ， 即 存在 一 个 最 小 正 值 w， 
所 有 值 w(z) 都 是 wo 的 倍数 .(2) 中 的 x, 是 域 次数 x 一 (K:A(x)) 
的 因子 ,而 且 所 有 正 值 W (zx) 都 是 :we 的 倍数 , 因此 赋值 克也 是 
离散 的 

如 同 $ 82, 我 们 把 赋值 W(x) 规范 化 一 下 ,使 W(z) 的 最 小 正 
值 取 作 1。 于 是 所 有 的 W(xz) 都 是 整数 ， 这 样 规范 化 了 的 赋值 只 
依赖 于 位 p, 记 作 柬 ,。 对 每 一 个 位 有 一 局 部 单 值 化 元 zx, 具有 
Wz) 一 1 整数 权 ,(z 称 为 函数 = 在 位 p 处 的 阶 ， 若 WW,(2) 二 外 
为 正 的 , 则 称 p 是 函数 < 的 让 阶 替 位 , 或 称 为 函数 2 的 让 重 索 位， 
车 久 ,(x) 一 一 为 负 的 ， 则 称 p 为 函数 x 的 阶 极 位 ,或 函数 z 
的 如 重 极 ， : 

按 $ 74, 同 余 类 环 3 = 3/p 总 是 域 ， 赋 值 的 同 余 类 域 ， 这 个 
域 总 包含 以 A* 中 元 素 (常量 ) 作 为 代表 元 的 那些 同 余 类 所 成 的 域 
A*， 因 为 A* 与 A* 是 同 构 的 , 所 以 我 们 可 以 把 A* 与 A* 等 同 起 
来 ， 因 而 可 以 把 3 看 成 A* 的 扩 域 。 常量 域 A* 仍然 是 基本 域 A 
的 扩 域 . 

现在 我 们 证 明 , 3 是 和 的 有 限 扩 域 , 

”证 .。 因为 x 不 属于 人 A*, x 对 入 是 超越 的 , K 对 A(x) 是 代数 
的 。 KK 由 A(x) 通过 添加 有 限 多 个 元 素 而 成 , 所 以 多 对 A(z) 也 
是 有 限 的 ， 设 KK 对 A(x) 的 次 数 为 m， 
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现在 设 节 中 有 m 十 1 个 对 和 人 线性 无 关 的 同 余 类 651, Gm 
我 们 相应 地 在 这 些 同 余 类 中 取 3 中 元 素 w1， +, wwi1， 这 mp 十 1 
个 元 素 对 A(x) 必须 是 线性 相关 的 ， 于 是 有 
(3) fx)or tt far rwmtt = 0, 
其 中 天 (x), ……, fii(x) 是 A[x] 中 的 多 项 式 , 且 不 全 为 零 . 我们 
可 以 取得 使 它们 不 全 为 * 所 整除 ， 在 模 pb 下， 它们 分 别 相应 地 约 
化 成 它们 的 常数 项 a4，:……, cw. 于 是 由 (3) 得 

C01 二 二 cnntWmtl = 0 (p), 


或 即 
z C101 十 .十 Cot+1O m+1 一 0, 
这 样 就 与 6; 是 线性 无 关 的 假设 矛盾 。 因 此 3 对 A 的 次 数 最 多 为 


这 就 证 明了 ,3 对 和 是 有 限 的 。 因 为 A* 是 3 的 子 域 ,所 以 A* 
对 入 也 是 有 限 的 ， 若 人 A 是 代数 闭 的 , 则 3 = A* = A， 

习题 . 1. 如 果 人 中 所 有 元 素 “ 在 赋值 WW 下 都 取 值 W (4) = 0， 则 对 
人 ”的 所 有 元 素 5 也 都 有 丈 人 2) = 0. 

从 现在 起 ,我 们 不 再 把 和 作为 基本 域 而 把 A* 作为 基本 域 , 而 
自 不 骨 加 星 号 。 也 就 是 把 和 看 成 在 KK 中 是 代数 闭 的 ， 

以 后 把 3 对 和 A 的 次 数 用 表示 ,或 简单 地 用 f 来 表示 。 对 于 
代数 闭 的 兽 量 域 的 典型 情形 ,当然 = 1. 

我 们 现在 把 域 K 的 元 素 ” 按 局 部 单 值 化 元 x 展开 成 寡 级 数 ， 
企 § 82 中 对 于 1 一 1 的 情形 已 经 这 样 做 过 ,现在 的 方法 是 一 样 的 . 
令 (51,……, G67) 是 3 对 于 和 的 一 组 基 , w; 是 同 余 类 6; 中 任 一 元 
索 。 设 9 是 一 个 阶 为 65 的 元 素 ， 则 ;x 是 一 个 阶 为 0 的 元 素 , 因 
而 属于 3S，。 所 以 模 p 的 同 余 式 
(4) Nx ew 十 多 十 Crop) 
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成 立 , 其 中 系数 ce A 是 唯一 确定 的 ， 差 
(5) Wr (cm 十 十 Cir) 
是 p 中 的 元 素 , 因 而 是 x 的 倍 元 : 
Pr 一 ciol 十 :十 cjof 十， 
1 cwi 二 cw 十 相 
余 项 二 yz?t! 至 少 是 5 十 1 阶 的 ,于 是 可 以 对 7 重复 同 梓 
过 程 。 在 * 步 后 ,我 们 得 到 


b+i—1 


Li >， 《ck 十 证 CR ) Ie 十 7;, 
k=8 


其 中 余 项 7 至 少 是 8 十 : 阶 
令 s 一 oo , 余 项 ?7 趋 于 极限 零 , 从 而 得 到 


(6) 人 = > (chaol tt cy nt, 
kh=b 


其 中 系数 ci; & 人 A 都 是 唯一 确定 的 。 开始 项 的 指数 5 可 以 是 负 的 ， 
但 是 在 级 数 (6) 中 出 现 的 负 指 数 项 只 能 是 有 限 项 . 

我 们 可 以 把 这 个 过 程 稍 许 修改 一 下 , 取 阶 为 5 的 任意 元 素 mr 
代替 x?, 并 且 从 (4) 式 写 出 wri 的 同 余 式 。 于 是 代替 (6), 我 们 有 有 
关于 zh 的 级 数 展 开 : / 


(7) 7 一 >， (ckiol 十 .十 CHOITE 
二 遇 


在 (7) 式 中 , x 是 任意 的 ,只 需 取 阶 为 的 函数 即 可 . 

和 在 $ 83 中 所 证 的 逼近 定 理 , 现在 对 函数 域 来 说 可 以 表述 如 
下 : 

[. 若 对 有 限 多 个 位 如 ，:……，, ps， 相应 地 任意 给 出 级 数 (6) 的 有 
限 截 断 , 那么 总 可 以 有 域 民 中 的 函数 使 得 引 在 这 些 位 上 的 级 
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数 展 开 人 各 以 所 给 的 有 限 截 断 开 始 。: 

我 们 称 这 个 定理 为 独 主 定理 。 

进一步 有 

II. 一 个 非常 量 函 数 z 只 有 有 限 个 索 位 和 极 。， 

证 。 域 K 的 每 一 峰值 矿 总 是 域 A(z) 的 某 一 赋值 风 的 开 殷 ， 
A(z) 只 有 两 个 位 使 x 有 正 的 或 负 的 阶 ,即位 x 二 0 和 zz 一 0。 也 
只 有 属于 这 两 个 位 的 峰值 ww 才能 使 w(z) 关 0。 每 一 个 这 种 赋值 
只 有 有 限 个 方法 开拓 为 人 的 赋值 玉 ， 因 此 只 有 有 限 个 攻 的 位 使 
WW (zg) 关 0, 

用 同样 的 方法 我 们 可 以 得 出 ， 每 一 个 非常 量 函数 至 少 有 一 个 
妾 位 及 一 个 极 .， 因 此 有 

II 没有 极 的 函数 是 常量 . 

级 数 展开 (6) 和 (7) 不 仅 对 域 KK 的 元 素 成 立 , 而 且 对 完备 化 的 
域 Qk 的 元 素 也 成 立 。 设 9 是 Qk 中 的 元 素 ，2 为 了 的 阶 ， 于 是 
nx ”是 零 阶 元 素 . 这样 的 元 素 可 以 用 3 中 元 素 ? 任意 下 近 , 即 可 


以 琐 近 到 县 有 任意 高 阶 的 误差 。 在 我 们 这 里 的 情形 ， 只 要 求 逼 近 


到 I 阶 误差 就 可 以 了 。 对 于 这 个 元 素 y, 仍然 有 同 余 式 
y 二 cw 二 二 cywy (Pp). 
郑 》 一 《caol 十 …' 十 cjw?) 可 以 被 整除 , 又 因为 凑 yz- 一? 
也 可 以 锌 x* 整除 ,所 以 这 两 个 差 的 和 ( 即 (5) 式 ) 是 x 的 售 元 ， 从 而 
世 可 以 象 丽 面 一 样 地 进行 . 


3 55. 除 子 及 其 们 元 


仍 设 发 是 对 于 常量 域 A 的 单 变量 代数 函数 域 ， 人 K 中 函数 全 
然 只 用 字母 xs, v, w,， x, y, z 和 z 来 表示 . 
带 有 任意 获 指 数 4 的 有 限 个 位 p 定义 域 K 的 一 个 除 子 D, 我 
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和 一- i ， 一 ， ， 


们 形式 地 将 D 写成 有 限 个 因子 的 乘积 
(1) D = 1p, 

这 个 乘积 的 因子 允许 任意 交换 ， 当 指数 4 是 零 的 时 候 ， 可 以 
在 DD 中 把 因子 py* 去 挥 。 如 果 所 有 4 都 是 零 , 则 D = 二 (1) 称 为 单位 
除 子 。 如 果 所 有 4 之 0, 则 称 DD 为 整除 子 ， : 

两 个 除 子 的 相当, 就 把 相同 因子 p 的 指数 相 加 。 对 每 一 个 具 
有 指数 2 的 除 子 D, 有 一 个 具有 指数 一 4 的 道 除 子 D-, 使 DTID 
二 《1)， 除 子 做 成 一 个 交换 群 , 称 为 域 民 的 除 子 群 。 单独 一 个 位 
p 也 称 为 素 除 子 。 它 们 生成 除 子 群 . 

每 一 个 消 数 z 决定 一 个 除 子 

(z) = II ps, 
其 中 指数 4 等 于 x 在 位 ?外 的 阶 ， 常量 x 总 对 应 于 单位 除 子 ， 稻 
积 yz 对 应 于 除 子 (Y) 与 (z) 的 乘积 : 
(yz) = (y) (sz). 

素 除 子 p 的 次 数 , 即 同 余 类 域 3 = 3/p 对 域 和 的 次 数 , 象 $ 84 

一 样 , 仍 以 寺 记 之 在 (1) 中 出 现 的 因子 的 次 数 的 和 
n(D) = 5d | 
时 做 除 子 万 的 痰 数 ， 

把 (z)D 简单 地 写成 2D， 当 xD-: 是 整除 子 时 ， 称 函数 > 为 
除 子 DD 的 倍 元 ,这 就 是 说 ,对 域 KK 的 所 有 位 p 有 
(2) Wo(z) > d. 

除 子 D 的 倍 元 就 是 这 种 沙 数 >， 它 对 一 切 具 有 指数 4 一 大 > 0 的 
位 , 至 少 有 一 个 4- 重 零 位 ， 对 一 切 具 有 指数 4 = 一 二 0 的 位 至 
多 有 一 个 《- 重 极 ,对 所 有 其 余 的 位 保持 有 限 , 即 不 是 极 . 

一 个 除 子 47 的 倍 元 形成 一 个 A- 模 ,以 员 (4) 表 之 ,我 们 现 

在 证 明 , SG4) 对 于 A 是 有 限 秩 的 ， 
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设 4 二 IP。 因为 在 乘积 中 只 出 现 有 限 个 具有 a > 0 的 因 
子 ?, 所 以 总 只 有 有 限 多 个 位 pb, 它 是 4 的 倍 元 zx 的 极 . 如 果 以 
前 的 w 现在 用 wi; 表示 , zx 在 这 些 位 的 级 数 展开 可 以 表 成 : 

zg = (caw t+ cow r+ 

对 于 一 个 位 p, 属于 负 需 盖 ， ,一 的 系数 cj,; 的 个 数 是 

af, 对 于 所 有 这 种 极 位 总 共 就 是 
m 一 2 af, 

这 里 对 所 有 有 具 。 > 0 的 位 p 求 和 ， 我 们 要 证 不 可 能 有 多 于 mm 十 1 
个 4 的 线性 无 关 的 倍 元 z， 

假如 有 m 十 2 个 这 样 的 倍 元 za:，，……，zw+， 我 们 可 以 做 常 系 
数 的 线性 组 合 
(3) z = bigi 二 二 Bist2gmt2, 
并 且 限 定 在 z 的 展开 式 中 负 和 究 的 系数 全 部 是 零 ，z 的 这 个 条 件 是 
对 和 十 2 个 系数 各 ，pbo+z 的 和 个 线性 条 件 。 每 一 个 对 系数 
bi 的 线性 条 件 都 促使 沙 数 (3) 所 成 的 模 的 秩 最 多 降低 1, 因此 满足 
线性 条 件 c-,; 二 0 的 函数 所 成 的 模 的 秩 至 少 是 (mw 二 2) 一 m = 2. 
这 些 函 数 x 都 没有 极 , 因此 按 $ 84 定理 IT, 都 是 常量 ,但 常量 所 
成 的 模 对 于 A 的 秩 是 1， 所 以 除 子 4 最 多 只 能 有 m 十 1 个 线性 
无 关 的 倍 元 , 即 SC4) 的 秩 最 多 为 m 十 1 

下 面 讨 论 的 目的 是 决定 饥 (4) 的 秩 1(4), 也 就 是 除 子 4 的 
线性 无 关 的 倍 元 的 个 数 ， 我 们 也 把 (47 叫做 4 的 维 数 。 上 面 所 
给 的 证 明 中 ,对 整除 子 4 给 出 了 不 等 式 
(4) (A) 万 n(A)+1, 

茬 48 一 是 整除 子 ， 则 称 除 子 4 = II py? 能 被 除 子 B= 二 Ip 
所 整除 , 即 对 所 有 pb, a 02。 显然 此 时 有 

mn(A) 之 a(B) 且 (4) 守 1(B). 
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我 们 将 导出 差 a(4) 一 5 4) 的 一 个 不 等 式 , 方 法 和 上 面 是 一 
样 的 . 设 47! 的 倍 元 是 
(5) 2 一 bizi T+** + big, 
其 中 4; 是 常量 , 1 == !(4)。 要 使 函数 z 不 仅 属于 骂 (4) 而 和 且 也 属 
于 以 (3), 必须 在 展开 式 

z= (cantti 十 十 coffee 十 
中 ， 笑 zz 的 系数 都 是 零 。 这 样 对 每 一 个 位 给 
出 了 (a 一 5)f 个 线性 方程 ,总 共 对 (5) 中 系数 5，.…, 5 给 出 了 
2 (a— bf= 2 af— 2 6 = nA4)— n(B) 
个 线性 方程 每 一 个 线性 方程 至 少 使 秩 降低 1, 这 就 给 出 了 
| I(B) 守 A)— [rn(A)— 7(B)] 
或 

(6) n(A) — (A) 之 (BB) — 1(B). 

当 B 能 整除 4 时 ,，(6) 式 总 成 立 。 特别 取 4 为 一 个 整除 子 。 
B 二 《1), 则 (6) 的 右 端 等 于 

0—1= 一 1 

又 重新 得 到 了 (4) 式 . 

下 面 的 定理 几乎 是 自明 的 : 

者 z 志 0, 则 了 (A) 与 观 (z4) 有 相同 的 获 : 

: -1(A) = 1(z4A). 

证 。 设 六 ,，… ,yi 为 (zx4)™' 一 2 147! 的 线性 无 关 的 倍 元 ， 
则 

p12 "°°*, Vig 

年 4 的 线性 无 关 的 倍 元 ,反之 也 对 . 

丙 个 仪 差 一 个 因子 (x) 的 除 子 4 与 xd 叫做 等 价 的 .于 是 我 们 
有 : 等 价 的 除 子 有 相同 的 维 数 。 
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习题 . 1. 设 4 = np 是 有 理 函 数 域 K = 人 (x) 中 的 一 个 除 子 。 证 
明 , 4! 的 倍 元 将 由 
z = f(x)Tp(x*)™ 
给 出 ,其 中 p(x) 为 素 多 项 式 , 按 $ 80, 它 属 于 在 4 中 出 现 而 不 等 于 pu 的 素 除 
子 了 b. 
2. 在 习题 1 的 基础 上 证 明 : 
i(A) = 二 wn(4) 十 1， 当 2 4 之 0， 
i(A) 一 0， 当 2(04)<0。 


$86. 亏 数 


设 z 为 域 KK 的 一 个 非常 量 沙 数 。 除 子 (z) 可 以 表 成 两 个 没有 
公共 素 因子 + 的 整除 子 的 商 : 
(1) (z) = CD™. 
C 叫做 z 的 分 子 除 子 ,DD 加 做 z 的 分 母 除 子 , 设 术 对 AGs) 的 
次 数 为 zx。 C 二 Hy 的 次 数 是 : 
na(C) 一 之 cf， 
对 于 DD 有 相应 的 等 式 . 
现在 我 们 证 明 重 要 等 式 
(2) na(C) = n(D)=n. 
我 们 用 p, 站 表示 C 一 IIP: 的 素 因 子 ， 它 们 的 指数 用 c， 
… 表示 。 域 区 中 一 个 对 p 为 整 的 国 数 x 在 位 p 处 有 展开 式 


Le] 


(3) 8 一 - >》, anti tt akj 纪 1 zx 


我 们 把 x”! 以 后 的 项 丢掉 ,写成 
“一 上 
- (4) 7 二 > 2 dit nt (mod zf ) ， 


相应 地 对 于 其 它 的 位 P 等 有 同样 的 式 子 . 


。 387。 


按 独 立定 理 (1§ 84), 存 在 cf 个 函数 wx;, 它们 在 位 p 处 的 始 
截断 (4) 只 是 wim 而 在 其 它 位 VY ，…: 处 的 始 截 断 (4) 都 是 委 ，。 回 
样 存在 cf 个 函数 Wi;, 它们 在 位 p 处 的 始 截 断 为 wix*, 等 等 . 现 
在 我 们 可 证 : 

cf 十 cf 十-… 一 w(0) 个 函数 tiis 的: … 对 A(z) 是 线性 
无 关 的 . 

假设 有 线性 关系 
(5) 2 faz)ur 十 2 frilz)uri +... = 0, 

其 中 fj, fi,"…… 为 xz 的 多 项 式 。 我 们 可 以 取 这 些 函 数 使 它们 的 
种 数 项 co，ct 不 全 为 零 . 在 (5) 式 中 , 雇 ws, 才 和 >z 在 
位 pb 处 的 级 数 展开 (3) 代 和 人 ,再 和 象 (4) 那 样 取 模 x 计算 ,于 是 f(z) 
化 为 它 的 项 数 项 cxi, wi; 化 为 wir*, 而 其 余 的 ki 变 为 堆 。 村 是 从 
(5 ) 得 到 

3 > cai 二 0 (x), 

由 于 级 数 展开 式 (3) 的 唯一 性 、 只 可 能 所 有 的 cu = 0。 同样 
得 到 所 有 的 cu 二 0 等 等 ， 这 样 就 导致 矛盾 ， 

由 上 面 所 证 的 线性 无 关 性 得 

2 > n(C)., 

处 处 以 于 代替 x ,我 们 就 同样 可 证 

n 之 n(D)., 

设 (z4，*……*，, Ws) 为 攻关 于 A(z) 的 一 组 基 。 我 们 总 可 以 如 此 
选取 ,使 得 w 在 所 有 使 > 有限 的 位 上 都 是 有 限 的 ， 如 果 wy 有 一 个 
极 位 9, 在 hp 上 zx 是 有 限 的 ,那么 有 一 个 属于 这 个 极 位 的 赋值 WV，， 
它 也 诱导 出 域 A(z) 的 一 个 赋值 , 而 且 不 是 属于 位 x = co 的 赋值 
w。， 按 $ 80, 域 A(z) 的 不 同 于 w。 的 赋值 都 是 p-adic 赋值 , 即 
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属于 素 多 项 式 p 二 p(z), 这 里 ?在 所 讨论 的 位 上 有 正 的 阶 ， 对 足 
药 大 的 4, 乘积 pwj 在 bp 上 不 再 是 极 。 于 是 我 们 可 以 拒 wj 的 所 有 
”使 * 为 有 限 的 极 位 逐个 地 取消 、 在 这 里 我 们 只 是 用 适当 的 > 的 多 
项 式 去 乘 基 元 素 w， 
z 的 极 都 含 在 分 母 除 子 刀 中 。 对 于 足够 大 的 mi, wi 是 Dr- 
的 倍 元 ， 我 们 进一步 选取 普 大 于 所 有 的 m;: 
mm 之 mi 十 1 (i = 1 +, nn), 
> 人 (7 一 1m) 个 域 元 素 
2 2 (0 mi) 
是 对 于 和 线性 无 关 的 ， 而 且 是 D-" 的 倍 元 ,也 就 含 于 K(D”) 中 ， 
因此 有 
(mo— mi) SHUD") nD")+!1 
或 
(6) nm 一 mAD") Cm nD)TL1. 
令 普 趋 于 无 穷 ,于 是 由 (6) 得 出 
nn(D). 
又 因为 已 经 证 明了 ”> xD), 所 以 
(7) n = n(D). 
自然 同样 也 有 
(8) : n= n(C), 
由 (7) 和 (C8) 得 
(9) CD) 一 2CD-D = 0. 
由 (9) 又 得 到 
(10) na(zA) ~ n(4). 
这 就 是 说 ;等 价 的 除 子 不 仅 有 相同 的 维 数 1(4), 而 且 也 有 相同 的 
次 数 n(A). 
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”把 C7) 代 人 (6) 得 
n(D): m— Zrm; I(D”) 

或 
(11) 2CD”) — ID™) 委 Zrmi. 

如 果 B 是 D” 的 一 个 因子 ,那么 由 $85(6) 有 有 

a(B) — 1(B) nD”) — ID”) 

于 是 根据 (4117 就 得 到 
(12) n(B)— 1(B) < 2m,. 

现在 设 4 是 任意 一 个 除 子 。 我 们 要 证 (12) 对 4 也 成 立 . 为 此 
只 要 证 明 , 存 在 一 个 与 4 等 价 的 除 子 x4 = 8, 它 是 暴 D” 的 一 个 
寻 子 ， z 

设 p 是 在 4 一 Ilp* 中 以 正 指数 出 现 的 一 个 素 因 了 于， 如 采 所 
有 这 种 p 都 是 z 的 极 位 , 则 4 本身 就 是 D” 的 一 个 因子 ,从 而 已 经 
证 毕 . 若 p 不 是 ?的 极 位 ,那么 总 可 以 找到 一 个 多 项 式 p 二 p(z)? 
它 人 在 位 +? 处 有 正 的 阶 ， 用 pg” 习 4, 就 在 4 中 消 挤 了 因子 P*。 重 
复 这 个 过 程 , 可 以 把 4 中 一 切 不 属于 x 的 极 位 并 且 具 有 4 > 0 的 
因子 p* 消 摔 。 因 此 最 后 总 可 以 找到 一 个 与 4 等 价 并 且 是 D” 的 因 
子 的 除 子 B 二 wn4,(12) 对 B 来 说 成 并 ,从 而 也 对 4 成 六: 
(13) n(A)— (A) < 2m, 
换 旬 话说 , 差 n(A) 一 人 4) 对 所 有 4 来 说 是 有 界 的 。 

对 于 所 有 除 子 4, z(A) 一 人 4) 十 ] 工 的 上 确 界 & 电 做 域 玉 的 
刁 数 。 

对 于 4= (1D, 2(4) 一 (4) 一 0 一 1 一 一 1, 所 以 gz>0. 
亏 数 8 是 一 个 非 负 整数 , 它 是 澳 数 域 攻 的 一 个 数值 不 变量 ， 

按照 亏 数 的 定义 ,对 于 一 切 4 都 有 


n(A)— A)+1l<<g 
或 


(14) : i 必 A) 宇 n(A) 一 g 十 1， 
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这 里 至 少 有 一 个 除 子 4 使 得 等 号 成 立 。 不 等 式 (14) 常 称 为 黎 受 - 
罗 赫 定理 的 黎 受 部 分 . 

令 
(15) I(A)=nA)— gt1l+i(A), z 
称 i 4) 为 除 子 4 的 特殊 指数 。 医 区 4) > 0，、 称 4 为 特殊 除 子 。 
若 4 不 是 特殊 的 , 则 nC《4) 一 1(4) 取 最 大 可 能 值 g 一 1。 非 特殊 
的 除 子 总 是 存在 的 。 我 们 的 问题 是 ,确定 特殊 指数 六 4)，、 然 后 证 
明 完 整 的 黎 受 -多 赫 和 定理， 

习题 。1. 有 理 函 数 域 必 = 人 (z) 的 亏 数 是 0 并 且 具 有 次 数 为 1 的 素 除 子 ， 

2. 若 KK 的 亏 数 是 零 且 具有 次 数 为 1 的 素 除 子 , 则 KK 是 一 个 有 理 水 数 域 
和 人 (zx) .1 应 用 (14) 式 于 4 二 p| 


$87. 问 量 与 协 问 量 


域 K 的 函数 在 一 个 位 ph 处 的 级 数 展开 中 ,作为 * 的 暴 的 系数 
出 现 的 蚌 
(1) y= ow 十 十 cr 
这 种 表示 式 . (对 于 每 一 个 位 p), 它们 形成 A 上 的 一 个 维 向 量 空 
岂 Lj、 对 于 这 个 向 量 空间 ,我 们 用 下 述 方法 作 一 个 对 偶 空 间 Aj: 
4 中 每 一 元 素 & 定义 为 元 素 序 组 (o,……，oj)， 其 中 oj 属于 
人 A. 对 于 三 的 每 一 个 > 和 4 的 每 一 个 可 以 作出 它们 的 数量 积 
(2) v= cm 二 :+ co 
算 子 .& 是 LL; 到 人 内 的 一 个 映射 ,具有 下 列 性 质 : 
a) (viw):o=vv.:G+ wo, 
b) (cz ) .au 一 c( 0). 
具有 性 质 a) 和 总) 的 从 Li 到 人 内 的 上 映射 叫做 地 上 的 线性 泛 
部， 每 一 个 这 样 的 上 映射 都 可 以 出 一 个 序列 (om,*……, oj) 用 上 述 方 
法 得 出 ， 事 实 上 , 令 wi * a 一 ii, 于 是 从 a) 和 2)， 
yam (Dw) 一 之 ci 0) = Zci0 
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与 (2) 式 一 致 ， 因 此 对 偶 空 间 hj 可 以 不 依赖 于 基 (wi，*…、 ww) 的 
选择 而 定义 作 向 量 空间 LA 上 所 有 线性 泛 函 的 集合 . 

利用 (1) 所 引入 的 简化 记 法 ,我 们 可 以 把 在 位 p 处 的 宕 级 数 较 
简单 地 写成 


3 


Vs 一 >， Vp * 7 
或 者 为 了 表达 出 系数 w 对 于 位 + 的 依赖 性 , 写成 : 
(3) V, = 3 Vpk ” me。 


如 有 果 对 于 每 一 个 位 p, 有 以 Li 中 元 素 vo 为 系数 的 寡 级 数 (3) 
与 它 对 应 ， 而 且 在 所 有 这 些 容 级 数 中 总 共 只 有 有 限 项 以 负 指 数 出 
现 ， 那 么 这 个 咯 级 数组 就 电 做 一 个 向 量 了 。 震 级 数 思 叫做 向 量 了 
的 分 量 。 从 不 依 于 局 部 单 值 化 元 * 和 (1) 中 基 向 量 w; 的 特殊 选择 
的 角度 出 发 ,我 们 也 可 以 把 V, 看 成 属于 位 hp 的 完备 扩 域 Cr(Cp) 的 
元 素 。 对 于 这 些 元 素 了 ,， 只 允许 有 有 限 个 负 的 阶 厂 ,(7,); 此 外 
是 完全 任意 的 . 

名 级 数 (3) 在 每 一 个 位 p 处 都 是 从 x 开始 : 

wo(V,) > d, 对 一 切 p， 
则 称 疝 量 了 被 除 子 刀 一 I p* 所 整除 ， . 

特别 ， 域 及 的 沙 数 对 应 一 个 向 量 了 , 因为 每 一 个 函数 x 在 

每 一 个 位 p 处 都 有 一 个 寡 级 数 展开 (3), 而 所 有 这 些 需 级 数 中 总 共 
只 出 现 有 限 个 具有 负 指 数 的 项 . 

天 似 于 对 向量 空间 Lj 作对 偶 空 间 hy 那样 的 方法 ， 我 们 现在 
对 于 由 问 量 了 所 成 的 无 限 维 空间 % 作出 由 协 向 量 1 所 成 的 对 个 
空间 . 

对 于 每 一 个 位 p, 令 hy 中 的 一 个 元 素 序 列 te) (% = 二 2， 
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5 十 1 .….) 与 它 对 应 ,在 所 有 这 些 序列 中 总 共 只 出 现 有 限 多 个 负 指 
数 ， 则 称 这 个 序列 组 为 一 个 协 向 量 1。 向 量 7 与 协 向 量 1 的 数量 
积 定义 作 ; 


(4) V.14= > >, voi * opr 


p 了 十 类 一 一 1 


因为 只 有 有 限 多 个 ww 具有 人 负 的 7 并且 只 有 有 限 多 个 ok 具 
有 仙 的 ,所 以 和 式 《4) 中 只 出 现 有 限 项 。 每 一 个 单项 都 是 数量 
积 v… a, 从 而 古人 A 的 元 素 . 

算 了 于 .4 是 由 同 量 V 的 空间 3 到 常量 域内 的 映射 ， 它 具有 下 
列 性 质 : 

A) (卫士 奢 ) .1 一 了 .1 十 材 . 0， 

B) (cV): 1= cl(V ,1)， 

C) 7 .4 一 0, 当 了 能 被 只 依赖 于 4 的 某 除 子 忆 
所 整除 时 . 

4) 与 B8) 是 显然 的 。 为 了 证 C), 我 们 注意 ， 只 有 有 限 多 个 
使 得 序列 (oor} 以 负 指 数 《 一 一 4 开始 .我 们 以 带 有 指数 4 的 这 
些 个 位 p 做 成 除 子 

D = II pb?， 
于 是 C) 成 立 . 

所 有 能 被 忆 整 除 的 向 量 了 的 全 体 , 可 以 看 作 向 量 空间 8 里 的 
零 的 邻 域 。 性 质 C) 表明 ， 线 性 泛 函 2 把 的 某 一 个 零 的 邻 域 映 
成 稚 . 因此 性 质 C) 是 一 种 连续 性 质 . 

我 们 现在 证 明 : 

每 一 个 满足 性 质 4), B) 和 C) 的 从 3 到 和 人 上 的 映射 "4 都 可 
以 用 上 述 万 法 通过 序列 {ap4} 定 出 ， 

证 。 每 一 个 向 量 了 可 以 表 成 一 个 能 被 DD 整除 的 向 量 和 有 限 
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个 向 量 Fw 的 和 ， 这 些 了 w 在 位 ?处 的 展开 中 只 有 一 项 vx', 而 其 
余 的 文 量 都 十 夫 : 
(7 )， = vr), 
(Fo 一 0， 对 Pap 或 六 送 ) 

这 里 "一 Fciw; 是 向 量 空间 Lj 的 元 素 ， 把 映射 * 4 作用 在 
上 面 所 定义 的 向 量 V, 上、 就 得 到 A 人 的 元 素 V,* 4, 它 线 性 地 依 颊 
于 v, 因此 可 以 写成 vc, 其 中 为 hy 中 的 元 素 。 我 们 把 元 过 
记 作 ww, 其 中 & 是 由 

1 十 二 一 1 
所 决定 的 。 因 为 Fw 不 能 被 DD 整除 ,所 以 7 二 4, 从 而 > 一 4; 因 
此 在 序列 twwj 中 总 共 只 出 现 有 限 多 个 负 指 数 . 其 次 由 4) 和 C) 得 
7 .4 一 2 2 V4 2 之 和 ot 

在 这 一 定理 的 基础 上 ， 我 们 也 可 以 把 协 向 量 1 定义 作为 具有 
性 质 4),B) 和 C) 的 从 亚 到 A 内 的 有 映射 ， 这 个 定义 具有 不 变性 ， 
即 不 依赖 于 w; 和 的 选取 . : 

古典 理论 中 的 做 分 wdz 是 协同 量 的 例子 。 我们 将 在 $91 中 对 
它 话 细 讨论 ， 


$ 88. 微分 、 关 于 特殊 指数 的 定理 


现在 利用 协 向 量 来 决定 特殊 指数 i(3)， 首 先 证 明 两 个 引 理 : 
车 除 子 D 不 是 特殊 的 且 4 是 中 的 信 除 子 , 则 4 也 不 是 特殊 的 ， 
证 ， 按 $85(6)， 
Ad) — (4) 之 n(D) — 1(D). 
由 于 nCD) 一 1(D) 已 经 取 极 大 值 g 一 1, 所 以 nC4) 一 1(4) 
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也 取 极 大 信 8 一 1. 

推论 。 每 一 个 除 子 BB 前 有 一 个 非特 殊 的 倍 除 子 4。 

证 ， 设 D 不 是 特殊 的 ， 取 4 为 B 和 DD 的 公共 倍 除 子 . 由 引 
理 束 直接 得 出 这 个 推论 . 

现在 设 4 = 一 IIpP*，B 二 HP， 如 果 4 是 8B 的 一 个 倍 除 子 , 则 
2 和 4 且 避 (3) SG4)。 我们 取 B 是 特殊 的 ,而 4 不 是 特殊 的 ， 
于 是 有 


(1) (A)=n(A)—g+1, 

(2) N(B)=nB)—g+1+i(B). 
如 回 $ 85 那样 ,我 们 把 (47) 中 元 素 

(3) u = bu 十 … 十 六 8 


属于 M(B) 时 所 应 当 满足 的 如 (a 一 56)f 个 线性 方程 写 出 来 ， 如 
果 * 在 位 ?处 的 级 数 展开 是 这 样 开始 的 : 


(4) # = (cat ti 二 car 十 » 
那么 对 于 位 pp 的 (a 一 5)f 个 条 件 是 | 
(5) ci 一 1 (~a<j<6,1<»<)). 


cj 当然 依 炸 于 P。 实际 上 我 们 应 该 写成 cj;,(p), 然而 以 后 仍 
然 把 它 省 掉 . 

如 霖 (4 一 5)f = n(A) 一 nC B) 个 方程 (5) 是 无 关 的 ， 那么 
将 有 

(A)— 1(B) = n(A)— n(B). 
人 然而 由 C1) 和 (2), 差 (4) 一 1(B8) 比 n(4) 一 2(B) 小 i(B)， 

所 以 方程 (5) 的 左 端 存在 i(8) 个 线性 关系 ,这 就 是 说 ,对 于 (C4) 
中 每 一 元 素 w, 必须 满足 i(8) 个 线性 无 关 的 关系 


| 


(6) Ric;,} — 2 >, > CivyY jy — 0, 


一 -0 v= 


.390905 s 


如 果 把 对 f 的 和 理解 作 数 量 积 : 
i 
2 CivYiv Vi" bi 


那么 等 式 (6) 还 可 以 写 得 简单 一 些 . 
这 里 VO DICjivWs 及 Bb; pi(p) 是 序列 (Yn, “"*, Yi ). 为 
了 得 到 以 前 表达 的 结果 ,我 们 令 v; 一 vsj 及 


BAP) 一 apk (j 十 二 一 1). 
于 是 (6) 变 成 
(7) R{cn} 一 之 之 9 ”om 一 0， 
其 中 
和 8& 和 2“ 一 1 
现在 我 们 用 4 的 倍 除 子 
4 = Ilp” : (a 之 4) 
来 代替 4. 
于 是 得 


MBICEM AECMAN). 
“4 作为 4 的 倍 除 子 ,也 不 是 特殊 的 ,于 是 重新 得 到 i B) 个 线 
性 无 大 的 关系 


(8) Re 一 > DD) vw :om=0 


了 十 真一 一 1 
其 中 5 委 和 入 2 一 1. 这些 关系 对 (4) 中 所 有 w 都 要 满足 . 
关系 R, 或 更 确切 地 说 它 的 系数 组 {gw} 组 成 一 个 秩 为 i(8) 
的 A- 模 . .同样 , R' 组 成 一 个 秩 为 i:(B) 的 A- 模 . 
我 们 只 要 在 关系 R' 中 把 >> a 一 1 的 项 丢掉 ,就 得 到 一 个 关 
系 R, 它 被 串 (4) 中 所 有 的 x 满足 .通过 这 个 “射影 ”, 每 一 个 R' 给 
出 一 个 R, 映射 R 一 R 是 线性 的 。 如 果 R' 0 而 在 射影 下 对 
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应 的 R== 0, 那么 R 只 有 A&>4 一 工 的 项 ,从 而 只 有 
一 0 < 委 1 一 一 4 
的 项 ， 这 一 关系 R' 仍 被 中 (4) 中 一 切 元 素 上 所 满足 ， 我 们 再 把 
次 (4 ) 的 元 素 属 于 观 (4) 时 所 要 满足 的 条 件 等 式 写 出 来 ,那么 条 
件 R' 束 表 示 在 这 4) 一 na(4) 个 条 件 等 式 中 存在 线性 关系 ,于 
是 将 有 : 
(A)—1(A) < nA)— 1(4), 

这 起 不 可 能 的 ,因为 (1) 对 4 和 4 都 成 立 ， 

因此 映射 R' > R 是 一 对 一 的 。 它 把 关系 R' 所 成 的 模 同 构 
地 映 成 关系 R 所 成 的 模 的 一 个 子 模 ,这 个 子 模 的 秩 也 是 :C8), 因此 
它 把 R' 所 成 的 模 同 构 地 映 成 R 所 成 的 整个 的 模 ， 这 就 是 说 : 

每 一 个 关系 尺 有 唯一 的 方法 开拓 为 关系 R', 

我 们 现在 让 4' 中 的 一 个 指数 a 趋 于 无 限 而 让 关系 R 一 直 开 
招 下 去 ,于 是 我 们 得 到 唯一 决定 的 无 限 序 列 
(9) {opr} (k= 5,6b+ 1,...). 

我 们 可 以 对 每 一 个 位 p 这 样 做 ， 于 是 对 于 一 切 位 p 得 到 一 组 
序列 (9), 见 一 个 协 向 量 4. 现 在 关系 (8) 可 以 写成 
(10) : 8 A4 一 (0. 

关系 (10) 对 趴 (4) 中 一 切 元 素 “ 都 成 立 。 然而 我 们 可 以 对 
于 域 K 的 每 一 个 函数 找 一 个 除 子 4', 它 不 仅 能 被 B 整除 而 且 
也 能 航 (x) 整 除 ， 于 是 w4' 是 整除 子 , 即 4 属于 9RC4?, 从 而 (10) 
成 立 ， 因 此 (107 对 于 域 KK 的 所 有 函数 z 者 成立 ， 

因为 有 并 3) 个 线性 无 关 的 关系 R, 所 以 存在 i(B) 个 由 (9) 
所 定义 的 协 向 量 ,它们 具有 性 质 (10) .我 们 给 出 定义 (按照 4. 魏 
人 恢 ): 

定 多 1. 一 个 对 于 域 必 的 所 有 “都 有 性质 (10) 的 协 向 量 1 
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叫做 域 了 攻 的 一 个 微分 。 
魏 依 的 敏 分 和 十 典 函 数论 的 微分 的 关系 将 在 $ 91 中 说 明 . 
定义 2. 一 个 协同 量 2 叫做 妃 = 开 扩 的 倍 量 ， 如 果 在 它 的 
定义 中 只 有 不 关上 的 orx 出 现 ， 
从 诈 癌 量 的 定义 直接 得 出 : 对 每 一 个 协 向 量 1 有 一 个 除 子 
B, 使 得 多 有 是 B 的 倍 量 . 
在 定义 1 和 2 的 基础 上 ,我 们 可 以 将 这 一 段 中 所 证 明 的 事实 
特殊 指数 定理 。 特殊 指数 iB) 等 于 作为 如 的 们 量 的 线性 无 
关 的 微分 的 个 数 ， 
定义 3. 若 微 分 1 是 单位 除 子 (1) 的 倍 量 , 则 称 2 是 处 处 有 
限 的 或 第 一 类 微分 ,这 就 是 说 , 具有 负 指 数 丰 的 一 切 avr 都 是 零 ， 
人 全 开关 的 第 一 类 微分 的 个 数 ， 将 特殊 指数 定理 应 
用 到 除 子 (12) 上 ,就 得 到 
iD) 一 /一 2) 十 gg 一 1 
一 一 4 十 8 一 上 一 8g， 
于 是 : 线性 无 关 的 第 一 类 微分 的 个 数 等 于 考 数 8， 
如 采取 8B = C 其 中 C 为 关 (1) 的 一 个 整除 子 , 我 们 就 得 到 
特殊 指数 定理 的 另 一 个 应 用 ,这 时 1(8) = 0, 因为 整除 子 8-!=C 
的 唯一 倍 元 是 函数 零 ， 其 次 , a(8) = 一 a(C), 所 以 


(11) . i(C™) = n(C)+ g—1. 

特别 , 取 C 一 p", 从 而 B = 六 "， 于 是 nC(C) 二 wf， 我 们 得 到 
(12) : i(p "= nft+g—l1. 
于 是 : . 


去 了 为 素 除 子 中 的 次 数 ， 那 么 存在 if 十 g 一 工 个 线性 无 关 的 
微分 ,它们 是 8" 的 们 元 ， 
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习题 . 1. 设 基 域 入 是 代数 闭 的 。 那么 除了 第 一 类 微分 之 外 没有 其 它 
的 作为 p-! 的 倍 量 的 微分 ;, 即 不 存在 只 具有 一 个 单 极 p 的 微分 ， 

2. 在 同样 假设 下 ,对 于 每 个 *>1, 都 存在 一 个 第 二 类 初等 微分 o(p)， 
它 在 p 处 有 一 2 重 极 。 每 一 个 是 p™* 的 倍 量 的 微分 都 可 以 从 @(pz)，o(p?)， 

…,w(p") 和 & 个 线性 无 关 的 第 一 类 微分 作 线性 组 合 而 得 到 . 

3. 在 同样 假设 下 ,对 每 两 个 位 p, 和 pp 存在 一 个 第 三 类 初等 微分 fp， 

Pp), 它 在 Pp 和 Ps 处 都 有 单 极 。 每 一 个 微分 都 可 以 从 第 二 和 第 三 类 初等 微分 
以 及 第 一 类 微分 作 线性 组 合 而 得 到 ， 


§ 89.，。 黎 曼 - 罗 赫 (Riemann-Roch) 定 理 


我 们 现在 即将 达到 目的 ， 首 先 我 们 定义 一 个 函数 和 一 个 协 
向 量 1 的 乘积 x。 这 个 乘积 xu 是 作为 8 到 和 内 的 线性 映射 而 这 
样 定义 的 : 

(1) V :ud = Va 1. z 

算 子 .xl1 显然 具有 $ 87 中 的 性 质 4), 8B) 和 C), 所 以 由 (1 
定义 了 一 个 协 向 量 ui. 

如 有 果 4 是 一 个 微分 ,那么 wh 也 是 微分 

vy* uh yu 1 一 0， 对 一 切 vv, 

下 面 的 引 理 几 乎 是 自明 的 . 

引 理 1， 若 1 是 除 子 刀 一 开 p 的 倍 量 ， 那 么 对 于 所 有 能 茂 
DD 整除 的 向 量 了 ,部 及 .4 二 0; 反 过 来 也 成 立 ， 

证 。 设 协 向 量 4 由 序列 {ov} 给 出 ， 若 1 是 万 的 倍 量 ， 则 在 
序列 中 只 有 指数 不 4 出 现 . 其 次 ,车 了 由 宪 级 数 
(2) Vs = 5 yom 

给 出 并 且 刀 能 被 D 盖 整除 ,那么 在 宕 级 数 (2) 中 只 有 /) > 一 4 的 项 
出 现 . 数量 积 


(3) / A YY yp; pn 


nj+k=—l 
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等 于 零 , 因 为 和 7 十 总 不 能 等 于 一 1， 反 过 来 , 若 对 于 所 有 能 被 
D- 整除 的 了 7 都 有 .1 一 0, 那么 在 序列 {awx} 中 只 能 有 之 4d 的- 
项 出 现 , 于 是 4 是 DD 的 倍 和 量 

引 理 2。 若是 品 是 们 和 量 , 则 wh 是 uD 的 信和 量 , 

证 。 由 引 理 1, 当 了 能 被 D 一 整除 时 ,7 .4== 0。 因此 当 
Vu 能 被 D7! 整除 时 , Vu， 4 = 二 0; 这 就 是 说 , 当 了 能 被 (wD) 一 整 
除 时 , 了 .uh 一 0. 

现在 设 4 是 一 个 微分 。 由 $ 88, 存在 以 4 为 倍 和 量 的 除 子 D. 
设 8 一 p-", 这 里 p 是 次 数 为 f 的 一 个 素 除 子 ， 除 子 8-'D = pnD 
有 次 数 

n(BTD) = nf + nC(D). 

根据 黎 曼 - 罗 赤 定理 的 黎 曙 部分， BD"! 的 线 覆 无 关 的 们 元 
的 个 数 是 : 
(4) : 八 BD) > 地 十 2D) 一 8 十 1 

右 x 是 BD" 的 倍 元 ,那么 wD 是 8B 的 倍 除 子 。 由 引 理 2， 4 
年 xD 的 倍 量 , 因 此 xu 也 是 B 的 倍 量 。， 但 作为 了 的 倍 量 的 线性 无 
天 的 人 微分 的 总 数 是 i(8)， 于 是 由 (4) 得 
(5) nf 十 n(D)—g+1l1<i(B)., 

按 $ 88(12), 对 于 ”>0 有 
(6 ) i(B)= n/p 1. 

代 人 (5) 中 得 
(7) n(D) 志 28 2, 

所 以 这 种 除 子 DD 的 次 数 是 有 上 界 的 。 因此， 对 所 给 的 微分 
有 一 极 大 除 子 D,, 使 得 4 是 D; 的 倍 重 , 而 不 管 p' 怎么 选取 ,4 总 
不 是 Dip 的 倍 量 。 这 个 以 2 为 售 量 的 唯一 确定 的 极 大 除 子 疡 a 
做 微分 1 的 除 子 。 
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我 们 现在 证 明 : 
所 有 微分 四 都 车 于 zl， 这 里 外 是 一 个 任意 给 定 的 微分 ， 
证 . 假定 有 一 个 微分 w， 它 不 等 于 s4、 王 是 得 
(8) uh 2 yw 对 一 切 w 及 v 半 0， 
如 同 在 (4) 中 所 见 的 一 样 ,至 少 有 
nf 十 nC(D1) 一 gg 十 1 
个 线性 无 关 的 微分 以 , 它们 是 B 二 p77? 的 倍 量 . 辣 样 至 少 有 
nf + nDs)—gt+l 
个 线性 无 关 的 微分 vw, 它们 是 中 的 倍 量 。 所 有 这 些微 分 是 线性 无 
关 的 ， 因 为 没有 xu 的 线性 组 合 会 等 于 vw 的 线性 组 合 ， 于 是 总 共 
有 
2nf 十 常数 
个 线性 无 关 的 微分 ,它们 是 8 的 倍 量 ， 但 根据 (6) 只 有 wi 十 8g 一 1 
个 这 样 的 化 分 ， 对 于 充分 大 的 这 是 一 个 矛盾 。 因 此 正如 命题 所 
述 ,所 有 微分 都 等 于 w7. 
现在 我 们 以 任意 一 个 除 子 4 来 代 夫 8B, 并 且 重 新 提出 , 有 多 
少 线性 无 关 的 微分 @ 一 以 , 它们 是 4 的 倍 量 . 若 x4 是 4 的 售 量 ， 
则 4 是 呈 4 的 倍 量 ,于 是 极 大 除 子 D 可 以 被 x4 整除 ,从 而 xD; 
可 以 被 4 整除 , 可 以 被 4D7! 整除 .反之 , 车 4 可 以 被 4Di 整 
除 , 则 wh 是 4 的 信和 量 ， 因 为 上 述 一 切 论断 都 可 以 倒 过 来 。 这样 就 
得 到 | 
(9) . i(A) = (AT'D,). 
把 这 个 等 式 代 人 $ 86 《15) 里 ,就 得 到 完全 的 黎 曼 - 罗 赫 定理 ， 
设 4 是 域 K 的 任 一 除 子 , 4 是 任 一 非 替 微分 , 则 有 
(10) (A)= n(A4)— g++ 1 + 1(4-D,). 
在 这 里 还 有 一 些 补充 . 
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1. 令 4 二 (1), 则 由 (9) 或 (10) 得 出 


(11) . (D1:) 一 g. 
2, 令 4 二 Di, 则 由 (10) 得 出 
(12) n(Di) 一 28 一 2 


3. 车 4 是 D 的 倍 重 ， 则 wh 是 uD 的 倍 量 ; 反 过 来 也 对 。 茬 
D; 是 微分 4 的 除 子 , 则 wD 是 微分 w4 的 除 子 。 因此 微分 w == 
0 D。 二 uD; 都 是 彼此 等 价 的 。 这些 除 于 Ds 的 等 价 类 冲 做 
分 类 或 典范 类 ， 
4. 一 般 地 ， 一 个 除 子 类 是 由 等 价 于 某 一 个 除 子 4 的 所 有 除 子 
44 所 组 成 ， 类 中 所 有 除 子 w4 都 有 相同 的 维 数 iL4) 和 相同 的 次 
数 xn(4); 因此 可 以 称 人 4) 为 这 个 类 的 维 数 , 称 x(4) 为 这 个 类 的 
次 数 ， 
类 {人} 的 维 数 还 可 以 用 下 列 方法 表述 , 若 w 可 以 被 4 一 整除 ， 
则 w4 是 一 个 整除 子 。 于 是 模 味 (4) 中 的 元 素 # 对 应 类 { 4} 中 的 
整除 子 x4， 若 am,，:…，wr 线性 无 关 , 那 么 就 称 除 子 w,4,*……, wu,4 
也 线性 无 关 。 于 是 模 (4) 的 秩 1(4) 就 是 类 4 中 线性 无 关 的 束 
除 子 的 极 大 个 数 . 
5. 大 na(4) < 二 0, 则 没有 与 4 等 价 的 整除 子 , 因 而 4) == 0. 
6. 自 UK4)>28 一 2, 则 24 Di)<0, 于 是 当 5. RAATD) 
一 0， 由 (9) 就 得 出 i(4) = 0, 所 以 
具有 n(A) > 2g 一 2 的 除 子 4 不 是 特殊 的 ， 
“习题 . 1. 只 有 一 个 类 {4 具有 /4)>g 及 w(1) = 2g 一 2, 这 就 是 典 
范 类 . | : 
2. 具有 8) >& 的 整除 子 不 是 特殊 的 ， 
对 于 任意 基 域 A 上 的 一 般 理论 的 建立 到 此 就 结束 了 。 我 们 现 
在 将 要 转 人 古典 的 理论 ， 在 那里 A 是 复数 域 。 为 此 我 们 首先 需要 
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掌握 一 些 有 关 可 分 性 的 知识 . 
一 般 的 黎 曼 - 罗 赫 定理 也 可 以 转移 到 体 上 , 它 是 有 理 函 数 域 A(*) 的 有 限 


扩 体 .可 参看 E. Witt，Riemann.-Rochscher Satz und E~Funktion im Hyper- 
komplexen, Maith. Ann., 110 (1934), 12. 


§ 90. 邯 数 域 的 可 分 生成 元 


7 个 变量 的 代数 函数 域 改 是 > 个 代数 无 关 元 素 nt,…, x, 的 
有 理 函 数 域 A(x,,，.……, x,) 的 一 个 有 限 扩 域 . 

议 域 下 是 由 A(x1，:…, x,) 通过 添加 x,41, ,x 而 生成 的 ， 
则 K = A(xi, xxzrri xn) 
这 里 一 切 x; 都 是 独立 变量 mm，.….，z, 的 代数 函数 

对 于 这 样 的 函数 域 来 说 ， 以 下 的 关于 可 分 生成 元 的 定理 成 
立 : 

若 常 量 域 A 是 完全 的 ,那么 总 可 以 对 x1，:……, x 如 此 编号 ,使 
得 一 切 x; 都 是 无 关 灾 量 x ，:……, x 的 可 分 代数 函数 ， 

证 .对 于 给 的 +, 我 们 对 > 作 数 学 归纳 法 ， 在 ”= ; 的 情形 
是 显然 的 ， 假 定 =” > + 并 且 命题 对 于 A(x1, :……, xs_,) 正确 于 是 
我 们 可 以 取 x1,，……, x,_ 都 是 x:，:……, x, 的 可 分 函数 ， 

xz 总 是 r，……，xz 的 一 个 代数 函数 , 它 满足 方程 
(1) fr x, x ) = 0, 
个 方程 可 以 取得 对 一 切 都 是 有 理 整 的 . 如 果 将 域 元 素 ri 
“…， ty 和 x。 用 不 定 元 X,,……,X, 和 XX 来 代替 ， 则 JCX 
X,，X») 作为 X。 的 多 项 式 是 不 可 约 的 。 如 果 f 作为 X，.….，X,， 
Xs 的 多 项 式 是 可 分 解 的 ， 那 么 将 得 到 一 个 只 含 X;，:..、 X 的 天 
了 于， 这样 一 个 因子 总 可 以 从 方程 (1) 中 去 掉 . 因此 可 以 假定 f 作 
为 X，…，X,。X，。 的 多 项 式 也 是 不 可 约 的 . 
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若 *, 对 于 A(xi。.…，, xz) 是 可 分 的 , 那 就 没有 什么 可 证 的 了 . 
车 x; 是 不 可 分 的 ， 那 么 域 的 特征 是 一 个 素数 p, 并 且 多 项 式 了 上 只 
含 XX, 的 这 样 的 军 、， 它 们 可 以 写成 X? 的 宕 . 如 果 在 了 中 出 现 的 
Xi:，….，X, 的 香 也 是 这 样 , 那 委 


(2) f = >) a, XY. RPsr XPsn 
然而 在 完全 域 人 里 ,每 一 个 a, 都 是 一 个 pb 次 罕 : 
0 = br. 
因此 


f= (2 6b, Xe Ki XS), 
但 这 是 不 可 能 的 ,因为 了 是 不 可 约 的 . 因此 在 变量 
X, 中 至 少 有 一 个 ,例如 Xi, 它 在 f 中 至 少 有 一 个 不 能 被 ?整除 的 
寡 出 现 .。 
由 (1) 得 出 ,x 是 x;，…, x; 及 x 的 一 个 可 分 代数 函数 。 一 
切 x; 部 与 *， x; 代数 相关 ， 从 而 也 与 *,，x:，.….，x 代数 相 
关 ， 因 为 A(x,，-…, x,) 的 超越 次 数 等 于 +, 所 以 x。,x2,…,x, 代 
数 无 天 。 域 A(xi，,… ,xw-1) 对 于 域 A(m，.….，z*,) 是 可 分 的 从 而 
也 对 于 A(xs, x;,.……, x,) 是 可 分 的 ， 因 此 一 切 x; 对 于 A(Cx,, x,， 
…, x;) 是 可 分 的 。 重新 排列 x; 的 下 标 ， 在 这 里 只 要 把 1 和 z 对 
调 一 下 ,就 得 到 这 个 命题 . 
对 于 非 完 全 域 ,4. 威 尔 给 出 了 一 个 有 可 分 生成 元 的 充分 与 必要 条 件 . 可 
参 君 B. L. van der Waerden, Uber Weils Neubegriindung der algebr. Geo- 
metrie, Abh. Mazh. Sem., Hamburg, 22 (1958), 158. 


§ 91. 二 只 情形 下 的 微分 和 积分 
古典 函 数论 考 巾 阿 由 耳 (Abel) 积 分 


wan 
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这 里 * 是 一 个 独立 变量 , 亦 即 一 个 非常 量 函 数 而 wv 是 域 KK 的 任意 
一 个 函数 ， 对 另 一 变量 * 的 代 痪 由 公式 


| was = | w a 
dt 


实现 ， 

在 代数 理论 中 我 们 可 以 去 挥 积分 香 写 而 只 游 感 阿 贝 耳 微分 

wdz。 由 一 个 变量 > 转变 到 为 一 个 变量 : 时 做 分 按 公 式 
dz 


wadz = w dt 

转变 . 

然而 在 这 里 要 使 ds/di 有 意义 , 必须 假设 z 对 于 AQ) 是 可 分 
的 《参看 $ 66)、 央 此 我 们 有 目的 地 限于 这 样 的 二 对 它 来 说 域 长 
对 于 A(z) 是 可 分 的 。 当 域 KK 有 可 分 生成 元 的 时 候 ， 这 样 的 :是 
仓 人 在 的 ;特别 当 A 人 A 是 完全 的 有 时候, 这 样 的 z 总 存在 ， 

为 了 简单 起 见 ， 总 假定 常量 域 A 是 代数 闭 的 。 读 者 可 以 作为 
练习 ,把 这 里 的 理论 推广 到 任意 的 完全 常量 域 上 . 

变量 x 总 是 这 样 选取 ， 使 得 RK 对 于 A(z) 是 可 分 的 ， 为 了 研 
究 敌 分 was 在 一 个 位 p 处 的 情况 ,我 们 对 这 个 位 选取 一 个 局 部 单 
值 化 元 x 并 且 把 = 展 成 宕 级 数 
(1) s = P(x) 一 5 ernt. 

当 用 只 级 数 P(x) 代 人 时， 联系 着 < 与 * 的 不 可 约 方程 
F(zx, r) 一 0 被 满足 : 
(2) F(P(x), x) = 0., 

方程 左 端 是 = 的 寡 级 数 ， 它 的 所 有 系数 都 要 等 于 零 ， 对 这 个 
知 级 数 形式 地 取 微 商 时 ,它们 仍然 是 零 ， 在 这 里 第 级 数 P(x) 的 形 
式 的 微 商 是 由 

已 (r) 一 2 keent™! 
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所 定义 。 若 R 对 > 和 = 的 偏 微 商 分 别 以 F: 和 FF 表示 ， 那 么 由 
(2), 当 Pl(z) 仍 以 xz 代 回 去 时 ,就 得 到 
(3) F(z, x) * P(x) + Fa(z, x) = 0. 

因为 x 对 于 A(z) 是 可 分 的 ,所 以 Fa(z, zw) 关 0. 由 (3),F,(z,z) 
不 能 是 霍 ， 从 而 x 对 于 A(x) 是 可 分 的 。 于 是 微 商 dz/dx 有 定义 
并 且 满 足 方程 


(4) F'(z, x): 十 F (sz) 一 0. 
比较 (3) 与 (4) 得 
(5) 2 一 P(x) = 5 kent, 


于 是 可 分 变量 z 可 以 对 每 一 局 部 单 值 化 元 求 微 商 ， 并 且 微 商 
的 军 级 数 是 通过 对 z 的 窜 级 数 逐 项 求 微 商 而 得 到 的 . 
现在 微分 wdz 可 以 用 局 部 单 值 化 元 x 表达 出 来 : 


(6) wdz =— wh dr, 
dr 


w 和 的 短 级 数 自然 通过 w 的 寡 级 数 与 等 级 数 (5) 相 姜 而 得 


出 。 设 结果 是 
dz 


(7) 网 一 一 > me, 
dx 


如 果 在 级 数 (7) 中 没有 负 指 数 项 出 现 , 那么 就 说 微分 wadz 在 
位 p 处 保持 有 限 。 如果 只 有 从 a 的 指数 起 才 有 非 零 系数 出 现 ， 屠 
么 就 称 p 是 微分 的 一 个 a 阶 霖 位， 如果 有 人 负 指数 出 现 , 就 称 p 是 
微分 的 一 个 极 , 微分 在 位 p 处 的 阶 指 的 是 具有 非 零 系数 w, 的 最 
小 指数 4， 所 有 这 些 概念 显然 与 局 部 单 值 化 元 = 的 选择 无 关 . 

微分 wdz 的 极 应 在 之 的 极 和 # 的 极 中 间 去 找 ;因为 在 使 得 w 
和 z 都 是 有 限 的 那些 位 处 ,wds 没有 极 。 因此 ， 每 一 个 微分 wads 
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只 有 有 限 多 个 极 ， 

微分 wdz 在 位 p 处 的 留 数 指 的 是 在 展开 式 (6) 中 一 的 系数 ， 
在 古典 理论 中 , 把 微分 wzz 沿 着 黎 曼 面 上 围绕 点 p 的 小 圆 积分 再 
除 以 2xi 就 得 到 留 数 ， 我 们 现在 一 般 地 证 明 ， 留 数 不 依 赖 于 局 部 
单 值 化 元 7 的 选取 . 

宕 级 数 (6) 可 以 分 成 三 类 项 的 和 : 具有 二 一 1 的 项 ， 具 有 

二 一 1 的 一 项 和 一 个 没有 负 指 数 的 赛 级 数 。 最 后 这 个 震级 数 自 
然 有 留 数 零 并 且 可 以 把 它 丢 掉 ， 项 c_, x7! 给 出 贸 数 a1, 而 且 很 容 
易 看 出 ,微分 
Cn dr 

在 一 个 新 的 局 部 单 值 化 元 z 的 表达 中 , 贸 数 同样 是 a_,， 因 此 只 需 
考虑 项 


(8) : xm" dr (n>1) 
并 且 证 明 它 经 过 变换 

并 一 了 十 LT 十.…，， 
(9) { dr 一 (人 1 十 2cz 十 ….)dr 


仍然 给 出 留 数 零 . 
变换 (9) 可 以 纯 形 式 地 在 以 不 定 元 a1,， a;, "的 整 系数 多 项 式 
为 系数 的 z 的 大 级 数 所 成 的 整 区 内 进行 ， 整 系数 多 项 式 整 区 可 以 
嵌入 有 理 系 数 多 项 式 整 区 内 。 有 理 数 的 全 体 构 成 一 个 特征 为 零 的 
域 ; 当 原始 的 系数 域 A 有 特征 请 时 ,也 可 以 这 样 做 . 
现在 证 明 是 容易 的 。 微 分 (8) 是 函数 
《一 尹 十 工 ) 一 1 
的 做 分 . 
如 未 将 这 个 孙 数 按 = 展开 ,就 得 到 一 个 有 理 系 数 宕 级 数 
p_iTratH 十 :十 pif 十 由 十 pr 十 
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这 个 震级 数 的 微分 是 一 个 不 出 现 一: 项 的 震级 数 与 dr 的 乘 
积 ， 央 此 经 过 变换 后 的 留 数 是 零 ,这 就 是 所 要 证 的 ， 

当 刀 不 是 域 中 的 函数 而 是 = 的 某 一 个 只 含有 限 个 负 指 数 
项 的 需 级 数 时 ,所 有 这 些 讨 论 仍然 成 立 . 

现在 设 了 是 在 887 的 意义 下 的 一 个 向 量 , 亦 即 一 组 窜 级 数 V，， 
对 每 一 个 位 ?。 于 是 我 们 可 以 把 乘积 / 

V wa 

在 每 一 位 p 处 展 成 一 个 里 级 数 乘 以 dz, 并 且 确 定 留 数 。 设 疝 量 V 
的 文 量 为 


(10) V, == DyVo mr 
并 且 假 设 微分 wdz 的 展开 式 为 
(11) wy 人 dr — (Foont) dr, 
那么 留 数 为 
(12) Yr 一 > Vn; Opke 
1 十 天 一 一 1 


因为 向 量 了 及 微分 wds 都 只 有 有 限 多 个 极 , 所 以 总 共 只 有 有 
限 多 个 不 等 于 零 的 留 数 x,， 我 们 可 以 作 它们 的 和 | 
之, 一 人 了 yo ot. 


十 类 一 一 1 
这 个 和 就 是 向 量 Y 与 协 向 量 
(13) 4 = {op} 
在 $ 87 意义 下 的 数量 积 。 于 是 我 们 有 这 样 的 结果 :， 
每 一 微分 wdz 确定 唯一 的 协 向 量 4, 使 得 数量 积 .4 就 是 
来 各 Vwdz 的 留 数 的 和 . 
(14) F 01 一 yo 一 人 >， vo 
0 :十 太 二 一 1 
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现在 我 们 间 ， 当 向 量 V 用 域 KK 中 的 函数 " 代替 时 ,这 个 数量 
积 是 什么 ， 这 时 数量 积 六 .4 等 于 微分 
vwdz 一 udx 
的 留 数 的 和 ,这 里 * 仍 是 域 K 中 一 个 函数 。 这 时 以 下 的 留 数 定理 
成 立 : 
留 数 定理 .微分 xdg 的 留 数 的 和 总 是 零 ， 
在 古典 函数 论 中 , 这 个 定理 直接 由 柯 西 (Cauchy) 积分 定理 推 
出 。 对 于 完全 的 常量 域 , 哈 塞 (Hasse)5 给 出 了 一 个 一 般 的 证 明 . 
从 留 数 定理 推出 , 由 微分 wdz 所 定义 的 协 向 量 4 是 一 个 在 魏 
依 (Weij) 意 义 下 的 做 分 . 
特别, dz 定义 一 个 在 魏 依 意义 下 的 微分 ， 我 们 仍然 叫 它 dz. 
这 个 微分 不 是 零 ， 因 为 我 们 容易 找到 一 个 向 量 了 , 使 得 Vdz 有 一 
个 非 零 留 数 和 , 若 zz 在 位 ?处 的 阶 为 m, 只 要 如 此 选取 向 量 了 , 使 
得 它 的 支 量 V, 等 于 x ”而 其 余 一 切 文 量 都 是 零 即 可 . 
由 于 dz 所 定义 的 微分 不 等 于 零 , 所 以 根据 $ 89, 一 切 秘 分 w 
都 可 以 由 微分 dz 乘 上 一 个 函数 而 得 到 ， 换 句 话 说: 
在 魏 依 意义 下 的 一 切 微 分 就 是 吉 典 微分 udz， 


1) H. Hasses, Theorie der Differentiale in algebraischen FunktionenkSrpern 
J feine Hangew. Maih., 172 (1934), 55. 
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第 十 二 章 拓扑 代数 


拓扑 代数 所 研究 的 是 那样 的 群 、 环 和 体 ， 它 们 同时 是 拓扑 空 
间 , 而 且 代 数 运算 在 拓扑 意义 下 是 连续 的 ， 我 们 称 它们 为 拓扑 群 、 
拓扑 环 和 拓扑 体 ， 

拓扑 代 数 在 近代 数学 里 常常 起 着 重要 的 作用 ， 因 此 我 们 将 在 
这 里 讨论 它们 的 基本 概念 ， | 


$ 92. 拓扑 空间 的 概念 


一 个 拓扑 空间 是 一 个 集合 了 , 其 中 某 些 子 集 被 指定 作为 开 集 ， 
它们 上 其 有 下 列 性 质 : 

1， 有限 乡 个 开 集 的 交 仍 是 开 集 ， 

II， 任意 多 个 开 集 的 并 仍 是 开 集 . 

例 . 1. 设 了 是 一 个 有 序 集 ，TT 中 的 开 区 间 由 4 二 x 二 6 或 
a 二 + 或 x <b 所 定义 ， 一 个 开 集 就 是 这 样 的 集合 ， 它 在 包含 元 
素 > 的 同时 ,也 一 定 包 含 一 个 含 y》 的 开 区 间 ， 

2. 设 工 是 复数 域 . 绕 4 的 圆 盘 由 jz 一 a| 二 8 所 定义 。、 工 中 
的 开 集 就 是 这 样 的 集合 , 它 在 包含 元 素 a 的 同时 ,也 一 定 包 含 一 个 
绕 a 的 圆 盘 . 

3. 同样 的 定义 对 每 一 个 赋值 域 都 适用 。 只 要 用 p(z 一 a) 代 
检 {2z 一 4| 即 可 . 所 以 每 一 个 赋值 域 都 是 一 个 拓扑 空间 . 

特别 ,从 工 得 出 ,整个 空间 了 工 是 开 的 ， 因 为 它 可 以 看 作 开 集 的 
交 , 这 些 开 集 所 成 的 集 是 空 集 ， 同 样 从 开 得 出 ， 至 案 是 开 党 ， 因为 
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空 集 也 可 以 看 作 开 集 的 并 ,这 些 开 集 所 成 的 集 是 空 集 , 4 

一 个 子 集 邓 叫做 在 工 中 是 闭 的 ,如 果 它 在 工 中 的 余 集 是 开 集 ， 
对 于 闭 集 有 与 1 和 开 等 价 的 法 则 : 

T[。 有 限 多 个 闭 集 的 并 仍 是 堵 集 . 

1。 任意 多 个 闭 集 的 交 仍 是 闭 集 ， 

集合 了 工 中 的 元 素 叫 做 空间 了 的 点 ， 含 点 少 的 开 集 叫做 辽 的 开 
刍 域 。 任意 一 个 包含 春 绢 的 一 个 开 邻 域 的 集合 叫做 如 的 一 个 邻 域 
并 且 记 作 U(p). : 

对 于 拓扑 空间 了 工 的 一 个 子 集 T', 如 果 以 了 与 了 的 开 集 的 交 
作为 TT"' 的 开 集 ， 则 TT 仍 是 一 个 拓扑 空间 。 人 性质 TI 和 II 显然 被 满 
足 . 

T 的 一 个 子 集 M 的 闭 色 M 指 的 是 一 切 含 M 的 闭 集 的 交 ， 

习题 . 1. 一 -个 点 属于 闭 包 放 当 上 且 仅 当 ?的 每 一 令 域 中 都 有 针 的 点 . 

2. Kuratowski 定义 一 个 拓扑 空间 为 一 个 集合 了， 在 其 中 对 于 每 一 子 集 
M 有 一 个 于 集 MM 与 它 对 应 ，i 称 为 M 的 闭 包 ,并 且 具 有 下 列 性 质 : 

za) MUN 的 闭 包 是 MUN， 

bp) 末 包 含 MM， 

c) MM 的 闭 包 就 是 M ， 

4) 空 集 的 闭 包 是 空 集 , 

再 定义 , 若 冯 一 M, 则 称 M 是 闭 集 ; 若 MM 在 T 中 的 余 集 是 闭 集 , 则 称 M 是 
开 集 ; 证 明 ，Kuratowski 的 定义 与 这 里 所 给 的 拓扑 空间 的 定义 是 等 价 的 ， 

提示 。 首 先 从 4) 得 出 ， 当 MCN 时 村 CN。 然后 从 4a),5), c): 及 是 所 
有 含 W 的 闭 集 N = N 的 交 ， 于 是 就 得 出 法 则 和 二. 反之 ,从 I 和 1 可 推 
出 a), 26), c)3 2)， 


$ 93. 邻 域 基 


所 乡 的 一 组 邻 域 U(p) 说 是 构成 p 的 一 个 邻 域 基 ， 如 果 上 的 
每 一 个 邻 域 都 至 少 包含 这 组 邻 域 中 的 一 个 邻 域 UCp)。 要 作 到 这 
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一 点 ， 只 要 的 每 一 开 邻 域 都 包含 这 个 邻 域 组 的 一 个 邻 域 就 可 以 
了 .例如 ， 点 2 的 所 有 开 邻 域 构成 ?的 一 个 邻 域 基 ， 在 我 们 的 例 
! 中 ,所 有 含 2 的 开 区 间 构 成 的 一 个 邻 域 基 ， 在 例 2 中 ,所 有 绕 
a 的 同 盘 构成 2 的 一 个 令 域 基 . 

常常 用 这 样 的 方法 来 决定 拓扑 空间 ， 首 先 给 出 每 一 点 的 一 个 
邻 域 基 , 然 后 象 在 我 们 的 例子 里 所 作 的 那样 ,利用 这 些 基 来 定义 开 
集 ， 首 先 对 每 一 点 令 茶 一 组 基 集 UCp) 与 它 对 应 , 并 且 下 列 条 
件 被 满足 : : z 

U1. 对 每 一 点 也 都 有 一 组 基 集 U(p) 并 且 其 中 每 一 个 都 含有 上 p. 

U;， 对 于 两 个 基 集 U(p) 和 V(p) 存在 一 个 基 集 WWV(p), 它 盒 
于 U(p) 和 U(p) 的 每 一 个 里 面 . - 

我 们 现在 用 基 集 来 定义 开 集 M 为 这 样 的 集合 , 若 M 含 有 点 yp， 
则 M 必 含有 一 个 整个 的 基 集 UC(p)， 这 样 定义 的 开 集 显然 具有 性 
质 1 和 H; 从 而 给 出 一 个 拓扑 空间 ， 为 了 使 得 基 集 UCyp) 在 这 一 
拓扑 的 意义 下 也 是 邻 域 ， 它 们 还 必须 满足 另外 的 条 件 ， 一 个 充分 
的 条 件 就 是 要 求 U0(p) 也 是 开 集 : 

Us， 车 9 属于 UCp), 则 U(p) 含有 一 个 基 集 VCq) 

下 面 的 较 弱 的 条 件 是 充分 上 且 必 要 的 : 

U;。 每 一 个 基 集 UCp) 总 含有 一 个 基 集 VCp), 使 得 对 Vp) 

中 每 一 点 9 都 有 一 个 基 集 W(g) 全 于 UCp) 中 ， 

” ”车 鼠 成立 ,那么 在 U(p) 中 就 可 以 定义 一 个 集合 UV, 它 由 所 
有 那样 的 点 4 所 组 成 ,对 于 9 有 基 集 WCqg) 含 于 UV (yp) 中 ， 这 个 
案 合 显然 是 开 的 并 且 含 有 p， 因 此 UCp) 含有 2 的 一 个 开 邻 域 , 即 
U(p) 是 2 的 一 个 邻 域 . z 

现在 我 们 不 再 用 基 集 这 个 词 .以 后 我 们 总 把 基 集 叫做 基 邻 域 ， 
所 有 点 p 的 基 邻 域 的 全 体 叫 做 拓扑 空间 T 的 一 个 邻 域 基 或 分 域 组 . 
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邻 域 组 这 个 概念 首创 于 豪 斯 道夫 (Hausdorff) . 这 一 概念 只 用 到 开 邻 域 ， 
U,，U,,，U， 这 二 个 概 求 正 是 前 三 个 邻 域 公理 。 第 四 个 是 察 斯 道夫 的 分 离 公 
理 , 我 们 将 在 $95 中 提出 。 


例 4， 在 实数 域 二 ”= 维 同 量 空间 中 , 可 以 定义 围绕 向 量 〈2， 
,6,) 的 边 长 为 28 的 方 休 是 满足 条 件 
la — bb) <eli =1,..……,n) 

的 向 量 (es … ,a,) 的 全 体 . 

方 体 讲 足 条 件 U,, U,, Us。 于 是 这 个 向 量 空间 是 以 方 体 为 邻 
域 基 的 拓扑 空间 . 

一 个 拓扑 空间 叫做 离散 的 ， 如 果 它 的 一 切 子 集 都 是 开 的 .这 
时 一 切 单个 的 点 构成 一 个 邻 域 组 . 


习题 。1. 两 个 集合 组 U(p) 与 (bp)》 定义 同一 个 拓扑 空间 , 必要 且 只 
儿 每 一 个 集合 U(p) 含有 一 个 V(p) 而 且 每 一 个 V(p) 含有 一 个 U(p). 
2. 巡 过 方 体 所 定义 的 向 量 空间 的 拓扑 与 向 量 空间 的 基 的 远 择 无 关 ， 


894. 连续 、 极 有限 


二 扑 空 间 了 上 映 入 拓扑 空间 7’ 的 一 个 函数 p = f(yp) 说 是 在 点 
po 处 连续 ， 如 果 对 于 人 po) 在 7 内 的 每 一 邻 域 UV 都 有 po 在 7 由 
的 一 个 邻 域 0, 使 得 上 的 象 完全 包含 在 UV 内, : 

同样 地 ,变量 p 和 4 分 别 在 Ti 和 7; 中 而 值 在 T, 中 的 一 个 函 
数 作 p, 4) 说 是 在 点 (po, 4o) 处 连续 , 如 果 对 于 fCp。, go) 的 每 一 邻 
域 W 都 有 pr 的 一 个 邻 域 0 和 go 的 一 个 邻 域 ,使 得 当 p 在 口内 
而 4 在 VV 内 时 ,总 有 p,q) 在 玉 内 . 

如 采 一 个 斋 数 在 每 一 点 处 都 连续 ， 就 叫做 一 个 连续 函数 或 连 
续 了 映射 ， 一 个 映射 p == 1(p) 是 连续 的 , 当 且 仅 当 7’ 中 任 一 开 集 
U 的 原 象 ( 即 工 中 这 样 的 元 素 所 成 的 集合 ,它们 的 象 属于 U) 总 是 
开 集 、 : | 
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到 了 上 的 一 对 一 的 双方 连续 的 肌 射 叫做 拓扑 映射 。 拓扑 
映射 将 开 集 映 成 开 集 ,将 闭 集 映 成 团 集 ， 

拓扑 空间 了 工 中 的 一 个 点 列 {p,} 说 是 收 化 于 极限 p， 如 果 点 ? 
的 每 一 邻 域 U0(p) 总 包含 这 个 序列 中 从 某 一 指标 以 后 的 所 有 点 : 

ps€EU(p) 对 2 之. 

在 这 里 我 们 总 可 以 把 邻 域 U(p) 限 于 2 的 某 邻 域 基 中 的 邻 域 ， 
因为 每 一 邻 域 都 含有 这 样 一 个 基 邻 域 ， 

在 有 序 域 的 情形 ,上面 所 给 出 的 极限 定义 与 $68 中 的 定义 是 
等 价 的 . 在 $75 中 所 用 到 的 极限 概念 是 拓扑 的 极限 概念 的 特例 ， 


习题 。 1. 连续 映射 保持 极限 关系 ， 
2 连续 省 数 的 连续 项 数 仍 是 连续 的 . 


$ 95. 分 离 公 理 和 可 数 公 理 


最 重要 的 拓扑 空 间 除 了 满足 公理 工 和 开 以 外 还 满足 下 列 的 第 
一 分 离 公 理 ， 
Ti。 车 p 半 g, 则 存在 2 的 一 个 领域 , 它 不 含 9， 
具有 性 质 了, 的 空间 叫做 T, 空间 下列 表述 形式 是 与 它 等 价 


单独 一 个 点 的 闭 包 就 是 这 一 点 本 身 ， 

比 Ti 较 强 的 是 第 二 分 离 公 理 , 或 称 豪 斯 道夫 分 离 公理 ， 

Tx 若 pP 让 9。 几 站 在 互 不 相交 的 领域 站 人 2) 与 VP) 
各 至 间 满 足 T; 就 称 为 豪 斯 道夫 空间 。 

第 一 可 数 公 理 是 : 

A1， 每 一 点 了 都 有 一 组 可 数 的 邻 域 基 ， 

较 强 的 第 二 可 数 公理 我 们 将 用 不 到 . 

对 于 我 们 说 来 重要 的 拓扑 空间 是 既 满 足 第 一 分 离 公 理 又 满足 
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第 一 可 数 公 理 的 空间 .对 于 拓扑 群 ， 因 而 也 对 于 拓扑 环 和 拓扑 体 
(它们 都 是 加 法 群 ), 我 们 将 证 明 , 第 二 分 离 公理 力 是 第 一 分 离 公理 
的 推论 ， 

在 这 里 所 引入 的 一 些 拓扑 概念 只 是 选择 了 一 些 最 必需 的 基本 
概念 ， 如 果 想 知道 更 多 的 拓扑 知识 ， 可 以 首先 学 习 亚 历 山大 少 夫 
(AuegcaHnapog) 和 霍 普 夫 (Hopf) 的 蔬 : Topologie I， 然 后 再 阅读 一 
些 新 的 文献 。 

习题 。 1. 在 一 个 豪 斯 道夫 空间 中 ,点 烈 {fpv} 最 多 只 能 有 一 个 极限 ， 


2. 若 拓扑 空间 满足 4， 那 么 一 个 集合 对 的 闭 包 是 由 M 中 一 切 收 敛 后 
列 的 极限 所 组 成 。 如 果 所 有 这 些 极限 都 在 要 中 , 则 MM 是 闲 集 , 


$96. 拓 m 扑 和 群 


一 个 拓扑 群 〈 或 简称 了 - 群 ) 是 一 个 拓扑 空间 ,同时 又 是 一 个 
群 ， 使 得 zy 是 x 和 7y 的 连续 函数 且 x™! 是 x 的 连续 评 数 ， 因此 ， 
除了 群 的 四 个 公理 和 开 集 的 两 个 基本 性 质 外 ,还 要 加 上 两 个 要 求 : 

7 了 CGI， 对 于 来 积 ab 的 每 一 令 域 DJ(e8)， 存 在 邻 域 V(a) 和 
WV (5), 使 得 来 积 V(a)W(5) 例 于 U(ab) 中 ， 

T 了 Gl， 对 于 每 一 邻 域 U(a 1!), 存在 邻 域 V(a), 使 得 Vta) ! 含 
于 U(a™) 中 . | 

这 里 M7! 理解 作 欠 中 所 有 元 素 x 的 逆 元 二 :所 成 的 集 . 

显然 , 对 于 TG,; 和 7TG, 中 的 邻 域 U, 5 要求 必 缉 址 基 时 的 名 
域 就 可 以 了 ,而 且 了 Ce) 和 WC(6) 总 可 以 选 为 基 邻 域 . 

拓扑 群 的 例子 是 : 

a) 实数 加 群 或 复数 加 群 . 

5) 2 维 实 向 量 空间 ($ 93, 例 4). 

<) 个 村 于 雪 的 实数 或 复数 所 成 的 乘法 群 。 
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每 一 个 群 G 都 可 以 成 为 离散 拓扑 群 , 只 要 我 们 取 离 散 拓 扑 , 即 
G 中 所 有 子 集 都 取 作 开 集 即 可 ， 

进一步 的 例子 可 以 看 $ 97, 习题 1 和 $98, 例 5. 

从 TG, 和 了 TG; 容易 得 出 ; 

TG .对 于 邻 域 U (a“b)， 存 在 令 域 V(a) 和 WwW(5),， 便 得 
i 含 于 U(a™2) 中 ， 

， 对 于 邻 域 U0(ab"!), 存在 邻 域 V'(a) 和 爷 '(5), 使 得 
7 《ea) 玉 (0) 含 于 VCa2 0 中 ， 
习题 。 1 证明， 性质 7C' 和 or” 中 任何 单独 一 个 都 可 以 用 来 代替 从 
质 TG, 和 TG， 

现在 我 们 来 证 : 

凡是 TI- 群 都 是 TT,- 群 . 

证 ， 设 s 关 0 则 cz 2 关 c。 由 7T, 存在 邻 域 U(a-45), 它 
个 售 。 由 7G', 存在 V(a) 和 瑟 () 使 得 V(4a)-!W(6) 含 于 
La 0) 中 ， 从 而 了 (e) 玉 (8) 不 含 <。 因 此 (Ce) 与 W(6) 互 不 
相交 .这 就 证 明了 了 ,. 

两 个 拓扑 群 G 与 互 称 为 拓扑 同 构 的 ， 如 果 存 在 G 到 瑟 上 的 -一 
个 同 构 有 贞 射 , 它 同时 又 是 一 个 拓 拓 映射 . 


$97. 单位 元 的 邻 域 


如 采 给 出 了 单位 元 。 的 一 个 邻 域 基 ， 那 么 就 可 以 知道 。 的 所 
有 邻 域 : 这 就 是 至 少 含 一 个 基 邻 域 的 集合 U(e)。 这 样 一 来 .其 它 
点 的 邻 域 也 就 知道 了 .事实 上 , 设 UCe) 是 的 一 个 邻 域 , 则 aU(e) 
就 是 4 的 一 个 邻 域 ， 并 且 a 的 所 有 邻 域 都 可 以 这 样 得 到 ， 我 们 称 
aU(e) 为 一 个 “从 <。 平移 到 4” 的 令 域 . 

我 们 看 到 ， 当 。 的 一 个 邻 域 基 给 定时 , 一 个 了- 群 的 拓扑 就 
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完全 决定 了 。 我 们 用 避 ( 或 了, 丈 ) 来 表示 这 样 一 个 基 中 的 邻 域 . 

一 组 集合 忌 必 须 满足 什么 条 件 才能 使 帮 着 平移 邻 域 U (a) = 
aU 的 群 G 成 为 一 个 拓扑 群 呢 ? 

无 论 如 何 , 下 列 条 件 是 必要 的 : 

E:， 每 一 局 都 含有 e( 从 $ 93，D 得 出 ) 

E,， 对 于 每 一 U, 存在 一 个 V, 使 得 .会 于 器 中 ， 

E3。 对 于 每 一 U, 存在 一 个 了 , 使 得 T 金 于 口中 (由 TC: 得 
出 )， 

E14。 每 一 个 变 撞 所 得 的 集 aUa™!i 含 有 一 个 V， 

E;，。 每 一 个 交 UNV 含有 一 个 W( 由 $93, U; 得 出 ). 

Ei 的 证 明 : 按 7Gi, 对 于 每 一 局 存在 六 及 W', 使 得 V'W' 含 
于 UU 中 按 U0, 在 交 V' 站 W' 中 含有 一 个 了 


E4 的 证 明 : 因为 erixe 是 x 的 连续 函数 ， 所 以 对 于 UU 存在 一 


个 了 , 使 得 a™iVa 含 于 了 1 中 , 即 7 含 于 aUa™! 中 ， 
现在 反 过 来 ， 设 在 群 G 中 有 一 组 集合 U, 它 满足 条 件 E, 到 
E;。 我 们 做 平移 集合 aUV, 取 它 们 作为 点 4 的 基 邻 域 . 显然 这 组 基 
邻 左 共有 $ 93 的 性 质 U, 和 U,。 我 们 证 明 , 它 也 具有 性 质 Ui. 
放 Ze) 一 aU， 由 BF， 存在 一 个 了 使 得 了 .7 含 于 U 中 .车 
* 是 aV 中 的 一 点 , 则 zxV 在 aVV 中 ,从 而 含 于 aU 中 ， 这 就 证 明 
TU : 
现在 来 证 TG, 和 TG， 
设 给 定 一 个 邻 域 56U。 由 五, 存在 一 个 了 使 得 了 .7 含 于 U 
中 ， 由 , 存在 一 个 WV 含 于 5bVb"! 中， 于 是 
aW BbV Ceapypb .pb 一 up .VC aby, 
这 束 证 朋 了 TG. 
” 设 给 定 一 个 邻 域 10。 于 是 存在 一 个 V, 使 得 7 一 含 于 局 
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一 一 一 a ee me a - . . . 


中 .又 在 es 天 7 中 存在 一 个 W， 

于 是 ea 到 所 Ya 从 而 

(a ) EC (Va)! = a CC aT!U, 

这 就 证 朋 了 TG. 

因此 ,要 把 一 个 群 做 成 7- 群 ,只 要 给 出 单位 元 的 一 个 邻 域 基 ， 
并 且 证 明 性 质 E, 到 E; 成 立即 可 . 

FE 和 已 :可 以 合并 成 为 一 条 : 

Ey， 对 于 每 一 U, 存在 一 个 了 ,使 得 -IT ET。 

对 于 交换 群 来 说 ,BE4 是 多 余 的 ， 这 时 把 运算 写成 加 法 ,那么 
零 元 的 邻 域 只 要 满足 三 个 要 求 : 

1, 每 一 避 部 侈 有 零 。 

2. 对 于 每 一 D ,存在 一 个 了 使 得 了 一 了 SU。 

3. 每 一 个 交 UNV 都 含有 一 个 W. 

要 使 得 由 单位 元 的 邻 域 所 决定 的 了- 群 是 一 个 T.- 群 ,下 列 分 
离 公理 必须 被 满足 : 

Ec。 对 每 一 4 兰 e, 和 郁 在 一 个 不 念 4 的 UU. 

我 们 可 以 把 E; 和 Es 合并 成 为 一 条 : 

一 切口 的 交 是 仅 侈 单位 元 的 集 。 

对 于 加 群 相 应 的 要 求 是 : 

一 切口 的 交 是 仅 含 替 元 的 集 , 

习题 . 1. 设 在 一 群 G 中 给 出 了 一 个 正规 子 群 列 


H, 2 H, DS ….. 
用 这 些 正 规 子 群 定义 作为 单位 元 的 邻 域 基 , 那么 性 质 E, 一 Bs 都 被 满足 , 而 G 
成 为 一 个 T 群 。 Be 仅 当 所 有 Hi; 的 交 只 含 单位 元 时 才能 成 立 。 


3 98. 子 群 和 商 群 
一 个 工 群 的 每 一 子 群 仍 是 一 个 T- 群 ,特别 重 要 的 是 闭 子 
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群 .我们 首先 证 明 : 
每 一 个 开 子 群 都 是 闭 的 . 
证 。 设 子 群 互 是 G 中 的 开 集 . 那么 陪 集 五 在 G 中 仍然 是 开 
的 。 除 挤 互 后 所有 陪 集 的 并 仍 是 开 集 ， 这 个 并 是 互 的 余 集 ， 所 以 
是 闭 的 ， 
例 5， 设 R 是 有 理 数 域 上 一 切 4 阶 方 阵 所 成 的 环 . R 中 的 可 
逆 元 素 是 具有 送 方 阵 471 的 方 阵 4。 所 有 这 些 可 逆 元 素 做 成 一 个 
群 G。 把 满足 条 件 
[Bi — ax| 二 8 
的 方 阵 B 的 全 体 定义 作为 方 了 泗 4 的 方 体 邻 域 (参考 $93, 例 4)， 
于 是 R 是 一 个 加 法 拓扑 群 而 G 是 一 个 乘法 拓扑 群 。 在 G 中 ,行列 
式 刀 为 正 的 一 切 方 阵 4 是 G 的 一 个 子 群 。 这 个 子 群 在 G 中 是 开 
的 ,因此 也 是 闭 的 . 
现在 设 豆 是 G 的 一 个 正规 子 群 折 时 先 不 要 求 它 是 闭 的 .我 
们 作 商 群 
G/H = G. 
过 G 到 G 上 的 同 态 上 映射 a ->a 把 。e 的 基 邻 域 D 映 成 G 的 
了 和 U, 这 些 也 显然 仍 满足 E 一 E; 的 要 求 ， 用 这 些 集合 后 在 6 
中 定义 一 个 拓扑 、 映射 < 一 二 在 这 个 拓扑 意义 下 是 连续 的 ; 这 一 
所 可 以 直接 从 连续 性 的 定义 推出 ， 于 是 有 
T- 群 的 每 一 个 商 群 G/H 是 一 个 了 - 群 ， 并 且 映 射 4 44 是 连 
续 的 。 
”我们 现在 问 , 在 什么 条 件 下 , 商 群 G/ 瑟 满足 第 一 分 离 公 理 7 ， 
答案 是 : 
当 正 规 子 群 甩 在 G 中 是 闭 的 时 候 , G/ 日 是 一 个 Ti- 群 ， 反 过 
来 也 对 。 


*» A419 。 


证 . 设 态 在 G 中 是 闭 的 。 那么 每 一 陪 集 aH 在 G 中 都 是 闭 
的 . 若 # 妆 5, 则 。 不 在 aH 内 , 即 。 属于 aH 的 开 余 集 . 因此 存在 
“的 一 个 邻 域 V, 它 与 "了 8 不 相交 ， 于 是 已 在 G 中 的 象 0 不 含有 

.所 以 互 满足 BE; 从 而 5 是 一 个 7- 群 ， 

现在 设 蕊 是 一 个 Ti- 群 。 那么 中 不 等 于 a 的 元 素 z 所 成 
的 集合 在 到 中 是 开 的 。 因 为 映射 -> 是 连续 的 , 所 以 这 个 开 集 
的 原 象 也 是 开 的 ， 然 而 这 个 原 象 恰 是 互 的 余 集 ， 所 以 妃 在 G 中 是 
闭 的 . 

习题 . 1. 设 总 是 G 的 一 个 子 群 , 是 G 的 一 个 正规 子 群 。 若 N 在 Gc 中 


是 闭 的 , 则 交 D = NNH 在 H 中 是 闭 的 ;并且 8H/D 到 NH/N 上 的 自然 映射 
是 连续 的 。 


$ 99. T- 环 和 了 7T- 体 


一 个 拓扑 环 〈 简 称 7- 环 ) 是 一 个 拓扑 空间 ， 它 同时 又 是 一 个 
还 ,并 且 要 求 * 十 y 一 x 和 xy 都 是 连续 函数 .代替 上 述 要 求 ,我 
们 也 可 以 要 求 x 一 y 和 xy 是 * 和 > 的 连续 函数 , 即 

7TR:。 对 于 每 一 邻 域 U(a 一 5), 存在 V(a) 和 人 W(5), 使 得 所 
有 V(a) 的 元 素 与 W(5) 的 元 康之 差 都 属于 Ula 一 5)， 

了 TR。 对 于 每 一 邻 域 U(a5), 存在 Vl(a) 和 WW(5), 使 得 所 有 
V(a) 的 元 素 与 W(5) 的 元 素 之 积 都 属于 UCab). 

对 于 一 个 7- 体 , 除了 上 面 的 要 求 以 外 ， 还 要 求 x-! 是 x 的 连 
续 函 数 , 即 

1S。 对 于 每 一 邻 域 Q(e-， 存在 V(a), 使 得 V(a) 中 每 一 个 
元 素 的 逆 元 都 属于 U(a-!). 

如 条 TS 被 满足 ,那么 上 面 的 环 拓扑 也 叫做 一 个 体 拓 扑 ， 

交换 的 了- 体 自然 地 叫做 T- 域 ， 
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一 个 环 对 于 加 法 来 说 是 一 个 交换 群 。 为 了 在 这 个 群 里 定义 拓 
扑 ,只 要 按 $ 96, 定义 零 元 素 的 基 邻 域 U,V,…… 使 $97 中 的 要 求 
1, 2, 3 被 满足 就 可 以 了 。 要 使 得 乘法 也 是 连续 的 , 还 必须 满足 下 
列 要 求 ; 

4. 对 于 a, 和 U, 存在 了 和 于， 使 得 

(a+ VG+ W)Ea+U. 

一 个 拓扑 体 除 此 之 外 还 必须 满足 下 列 与 TS 等 价 的 条 件 : 

对 于 a 让 0 和 U, 存在 一 个 V, 使 得 
(1) (a + V)!'Ca!+U. 

我 们 可 以 令 aU=U, Va =V,BU= a VV, V=V'a,. 
于 是 由 (1) 得 
z a(l + VC a + UU) 
或 
(2) (1 + VTCl+U. 

因此 ,只 要 (1) 对 于 a 一 1 成 立 就 够 了 。 所 以 公理 7S 等 价 于 
下 列 条 件 : 

5. 对 于 零 元 素 的 每 一 邻 域 U, 存在 零 元 素 的 一 个 邻 域 人 ,使 得 
(3) (1 + VIC1l1+U. 

一 切 赋值 域 都 是 T- 域 的 例子 ,特别 实数 域 、 复 数 域 和 p 进 数 
域 以 及 它们 的 子 域 都 是 T- 域 . 

一 切实 ” 阶 方 阵 带 有 在 $97, 例 5 中 所 引入 的 拓扑 是 一 个 
人 坏 ， 在 这 里 , 零 方 阵 的 一 个 基 邻 域 忆 是 由 这 样 的 方 阵 所 成 的 集 
合 ,其 中 每 一 方 阵 的 元 素 的 绝对 值 都 小 于 es. 

喝 进 一 步 还 有 这 样 的 例子 。 设 在 环 。 中 有 一 连 串 的 双边 理想 
列 


81 之 92 之 …， 
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把 这 些 理想 取 作 零 元 素 的 基 邻 域 ， 那 么 1 到 4 的 要 求 被 满足 ， 如 
果 所 有 9, 的 交 只 含有 零 元 过 ,那么 就 得 到 一 个 了 一 环 . 

由 序列 {9,} 所 定义 的 环 拓 扑 称 为 {9,}-adic 拓扑 。 特 别 , 当 9， 

是 交换 环 0 中 某 一 个 素 理 想 p 的 暴 时 : 

世 -下 pb’ DD, pr 2， 。。* | 
那么 这 样 定 义 的 拓扑 叫做 一 个 p-adic 拓扑 。 以 后 将 会 看 到 ， 在 许 
多 重要 的 情形 下 ,? 的 所 有 有 项 的 交 是 零 理 想 ， 这 时 分 离 公理 T 被 
满足 ， 

在 $74 里 曾 利 用 素 理 想 p 的 窜 pr 的 序列 在 较 强 的 条 件 下 作 
出 环 。 的 同 值 .然而 当 我 们 只 要 求 一 个 环 拓扑 而 不 要 求 赋值 的 时 
做 ,这 些 限制 条 件 是 不 必要 的 . : 

习题 . 1. 要 求 4 可 以 用 下 列 三 个 要 求 来 代替 : 

2) 对 于 4 和 U0, 存在 V, 使 得 zF C 0; 

b) 对 于 5 和 0U, 存在 V, 使 得 V6 ED; 

<) 对 于 U 存在 V, 使 得 VV ES UU. / 

2 .在 实数 域 上 的 四 元 数 体 (参考 $17, 例 2) 内 ， 我 们 可 以 这 样 定义 零 的 
邻 域 : Us 由 所 有 这 样 的 四 元 数 a 十 8j + ck 二 二, 它 的 模 

(a— bi ck— da tb +echRtd) =ea+b+et+d’ 
小 于 8, 所 组 成 。 证 明 ; 具 有 这 个 拓扑 的 四 元 数 体 是 一 个 T,- 体 ， 


$ 100. 群 的 完备 化 


在 $ 75 中 曾经 对 每 一 赋值 域 作 一 个 扩 域 , 使 得 在 扩 域 中 柯 西 
收敛 定理 成 立 。 在 那里 ,基本 序列 {4,} 是 一 个 重要 的 工具 。 它 是 
这 样 定义 的 :对 于 充分 大 的 4 与 », a, 一 将 属于 零 元 素 的 任 一 
事先 指定 的 邻 域 ， 在 这 里 ,我 们 将 按照 D. 范 丹 齐 希 van Dantzig)? 


l. D,. van Dantzig, Zur topologischen Algebra 上 : Kompletiierungstheorie, 
Maih. Ann., 107 (1933), 587. 
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的 做 法 对 于 T- 群 给 出 一 个 类 似 的 构造 ， 

设 有 T- 群 中 一 个 元 素 列 {x,}。 如 果 对 于 单位 元 素 的 任 一 邻 
域 ， 存 在 m 0, 使 当 & 关 六 及 > 过 几时 ， 商 xzlx 恒 在 所 给 的 
邻 域 内 ,那么 就 说 {x,} 为 一 个 基本 序列 或 柯 西 序列 ， 

在 这 里 我 们 只 限于 满足 第 一 分 离 公 理 Tl 及 第 一 可 数 公理 4 
的 群 ， 如 末 每 一 个 基本 序列 在 群 本 吴 中 有 一 极限 ， 就 说 这 个 群 是 
完备 的 。 

我 们 的 目的 是 要 证 明 , 每 一 个 满足 公理 Ti 和 4, 的 了 -和 群 可 以 
扩张 为 一 个 完备 群 . 

下 面 一 个 引 理 的 证 明 ， 我 们 要 感谢 HH，R. 费 谢 尔 (Fischer)， 
我 们 将 用 U,V,，.… 表示 单位 元 的 邻 域 . 

引 理 。 设 {x,} 是 一 个 基本 序列 。 那么 对 于 每 一 局 都 存在 ~ 
个 了 和 一 个 和 ,使 得 
(1) x Vx CCU, 对 jk 之 m, 

证 .取信 使 得 WWVW SI 再 取笑 使 

raixsE WW， 对 1 袜 了 之 7 

那么 特别 对 于 之 mm xzlxn 及 xmixy 总 在 WV 内， 根据 E, 可 

以 在 xmWxza 中 取 VV.。 于 是 
Xu xu xalxmW rnry SC WWW ECU, 对 L422 m. 

从 这 个 引 理 得 

1。 车 {xp} 和 {yn} 是 两 个 基本 序列 , 则 {xpyn} 也 是 一 个 基 
序列 ， / : 

证 ， 我 们 有 

rayp) xy 一 ?FICxTIxs)yu yly,. 

在 等 号 右 端的 乘积 里 ， 可 以 使 两 个 因子 都 在 e 的 任意 小 的 邻 

域内 : 第 一 个 因子 是 由 于 上 述 引 理 ,* 而 第 二 个 因子 则 是 由 于 基本 
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序列 的 定义 。 这样 一 来 ， 乘 积 出 在 。 的 一 个 任意 邻 域 内 ， 我 们 称 
{xuynl 是 亲本 序列 {x} 与 4yni 的 来 积 , 
5j 理 的 另 一 推论 是 : 
II. 车 {xe} 是 一 个 基本 序列 , 且 {yw} 收效 于 e, 则 
{ra lynxa} 
也 收效 于 单位 元 e。 

证 . 由 引 理 , 对 于 充分 大 的 4, 有 xzlVxou ED; 又 对 于 充分 
大 的 &, 和 属于 了 ; 因此 对 于 充分 大 的 ,xxlywxw 属于 忆 ， 

安 使 得 G 可 以 扩充 为 一 个 完备 拓扑 群 ， 下 列 完备 公理 是 必需 
的 : 

TG3。 若 {xp} 是 一 个 基本 序列 , 则 {xzl} 也 是 一 个 基本 序列 . 

在 一 个 交换 群 里 , TG, 是 自动 满足 的 ， 因 为 当 xzlzv 在 口内 
时 ， 

XXal = (ry) 1x7! 
也 在 品 内 .但 是 在 一 般 情形 , TG; 不 是 其 余 公理 的 结果 ， 

从 I. 和 了 G; 直接 得 出 ,基本 序列 做 成 一 个 群 R。 群 下 的 单位 
元 是 基本 序列 {e}. z 

我 们 现在 把 F 做 成 一 个 拓扑 群 。 为 此 我 们 这 样 来 定义 单位 元 
{ce} 的 基 邻 域 5 : U 是 由 这 样 的 基本 序列 {x,} 所 组 成 ， 对 充分 大 
的 > 所 有 元 x, 都 在 U 内 . 

这 些 邻 域 0 满足 要 求 一 E,($ 97), 对 于 E, 一 FE; 和 EE; 是 显 
然 的 ,而 E4 就 是 上 面 的 引 理 : 若 {x。} 是 一 个 基本 序列 , 则 存在 V 
使 得 对 于 充分 大 的 上 有 

xx CU 或 VExrUxri, 

这 样 一 来 , F 是 一 个 拓扑 群 ， 在 这 个 群 中 ,所 有 收敛 于 e 的 基 

本 序列 作成 一 个 子 群 N, 而 且 由 II。 它 还 是 一 个 正规 子 群 ， 我 们 


。424 。 


现在 证 明 , N 在 中 是 闭 的 . 
若 一 基本 序列 {x,} 不 属于 N, 即 不 收敛 于 。, 那么 就 存在 邻 
域 U, 它 不 包含 这 个 基本 序列 的 几乎 所 有 的 元 素 ， 按 照 8B， 和 E，， 
就 存在 一 个 了, 使 得 
VV CEU. : 
这 个 了 在 正中 决定 一 个 邻 域 元 , 它 由 几乎 所 有 元 素 y, 都 在 7 
内 的 基本 序列 {y} 所 组 成 。 我 们 说 ， 在 下 里 {x。} 的 邻 域 {zx} 
整个 地 含 于 N 在 下 中 的 余 集 ， 
事实 上 ,如 果 {x。} 也 与 NV 有 一 个 公共 基本 序列 
{xed {yt = {rpyp} = {sn), 
这 里 几乎 所 有 y, 都 在 了 内 ,而 {z。} 收敛 于 ce。 那么 几乎 所 有 ,都 
在 VV 内， 因此 几乎 所 有 
Xn = Sy 
都 在 VV-! 内 ,从 而 也 在 U 内 ,这 与 的 定义 矛盾 ， 所 以 tj 与 
NN 没有 公共 元 素 ， 
这 样 一 来 ,N 在 F 中 的 余 集 是 一 个 开 集 ， 即 NN 在 F 中 是 闭 的 ， 
因此 按 $98, F/N 是 一 个 T,- 群 ， 


在 F 中， 定常 基本 序列 {a} 做 成 一 个 子 群 G', 它 与 所 给 的 群 


G 是 拓扑 同 构 的 ， 由 于 G 满足 分 离 公理 T,, 这 个 子 群 G' 与 N 只 
有 {e} 是 公共 的 。 我 们 可 以 把 定常 基本 序列 {4} 与 元 素 4 等 同 起 
来 ,从 而 把 G' 与 G 等 同 起 来 ， 我 们 现在 做 关于 入 的 同 余 类 ， 于 是 
G' 就 变 到 一 个 商 群 6", 它 是 F/N 的 一 个 子 群 ， 从 而 它 仍然 是 一 
个 T- 群 这 个 T- 群 与 6' 拓扑 同 构 , 从 而 也 与 G6 拓 扑 同 构 ， 因 此 
我 们 仍然 可 以 把 它 与 G 等同 起 来 ， 

现在 令 P/N 一 各， 这 样 就 将 G 嵌 人 一 个 Ti- 群 各 我 们 首 
先 证 明 ， : 
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TIT， 如 果 基 本 序列 {z,} 决定 G 中 的 元 素 %, 则 
(2) : limx, 一 x. 

证 . 设 基本 序列 {x。} 作为 F 中 的 元 素 考 虑 时 , 记 作 x。 通 过 
由 FF 到 F/N = G 上 的 同 态 映射 ,x* 被 映 成 *。 这 个 映射 是 连续 
的 ， 因 此 ,为 了 证 明 (27, 只 要 证 明 在 下 中 相应 的 关系 
(3) imxu 二 x 在 Ff 内. 

关系 (3) 表 示 , 对 于 充分 大 的 p, #7!xy 在 也 内 ,或 者 根据 忌 的 
定义 ,这 就 表示 对 于 充分 大 的 & 和 >， 

xy Xu 在 UU 内 ， 

然而 这 是 显然 的 ,因为 {xj} 是 一 个 基本 序列 。 

现在 已 经 达到 可 以 证 明 主 要 定理 的 地 步 了 . 

IV. G 是 完备 的 . 

证 明 与 $ 68 中 对 于 实数 所 给 的 证 明 完 全 类 似 . 设 {z,X,，…*} 
是 G 中 的 元 素 的 一 个 序列 , 它 满足 柯 西 收 敛 准则 : 

Xxlf,EV 对 44 宇 m 和 > 二 1， 
我 们 在 G 中 选取 <。 的 一 个 可 数 邻 域 基 {U1, U0;,.…}。 对 每 一 UV， 
选取 一 个 V, 使 得 
/ FT S UU. 
此 外 我 们 可 以 取 
VV VD .... | 

邻 域 六 决定 下 中 邻 域 天 , 它 又 决定 G 中 令 域 信 ,。 由 IT 每 
一 天 都 是 中 元 素 的 序列 的 极限 ; 所 以 对 于 xx 可 以 由 G 中 选取 
一 个 ys 使 得 


2zly。E VY, 
(4) ylys = (yr Ta) CX) Kol ys) € VilCKXrIT,) Fy,, 
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对 于 每 一 4, 存在 m 之 4, 使 得 
xziX € V, 对 于 六 ww, > 和 nr， 
由 (4) 得 ,对 于 此 宇 mm 宇 4 及 v 宇 m 实 4 有 
. yay € PrP, SC PnP, CS VU,, 
yxys€ Uy。 所 以 yi 做 成 G 中 一 个 基本 序列 。 这 个 基本 序列 决 
定 台中 一 个 元 素 7 并 且 由 亚 ,， 有 极限 名 也 以 了 为 极限 ， 因 
为 我 们 有 
y xn = (FY) YY), 

并 且 对 于 充分 大 的 &, 等 号 右 端 的 两 个 因子 都 在 。 的 任意 小 的 邻 
域内 .因此 基本 序列 {%,} 在 G 中 有 极限 ,从 而 群 G 是 完备 的 ， 

对 于 不 满足 可 数 公 理 4; 的 T,- 群 来 说 ， 在 适当 的 前 题 下 , 也 
可 以 便 它 完备 化 ， 只 要 用 所 谓 栖 西 滤 加 来 代替 基本 序列 ,引进 “ 完 
备 ” 概 念 的 定义 及 完备 扩张 的 构造 N. Bourbaki (Eléments de 
Mathématique, Livre III, Chap. III: Groupes topologiques, Actualités 
Scient.，916) 已 经 很 好 地 这 样 做 了 . 


习题 . 1. 若 G 满 足 公理 和 和 4,, 则 G 中 每 一 完备 子 群 晶 都 在 G 中 是 
闭 的 。[ 利 用 $95, 习题 2] 。 


3 101. 拓扑 向 量 空间 


一 个 交换 的 加 法 了 T- 群 叫做 一 个 T- 模 ， 我 们 仍旧 限于 满足 第 
一 分 离 公理 T, 和 第 一 可 数 公理 4, 的 T- 模 . 

在 一 个 7- 模 中 的 基本 序列 {o,} 是 这 样 刻 划 的 ,对 于 充分 大 的 
4 和 >， 着 m 一 4 在 零 元 的 每 一 邻 域 吉 内。 一 个 T- 模 叫做 完备 
的 ,如 采 每 一 基本 序列 在 这 个 模 中 有 一 极限 . 因为 根据 $ 100, 对 
才 交 换 群 不 需要 完备 公理 , 所 以 每 一 了,- 模 都 可 以 说 人 一 个 完 
的 Ty- 模 中 ， 


人 


如 果 模 M 带 有 一 个 算 子 区 8， 对 于 每 一 算 子 Ye 8， 乘 积 
Yx(x € M) 是 值 在 M 中 的 * 的 连续 函数 ,并 且 基 有 性 质 


(1) Yla + 6) = Yat 79, 
那么 结果 是 没有 什么 改变 的 。 

由 (1) 得 
(2) rl(4—b)= 7a— 7b. 


若 {4,} 是 一 个 基本 序列 ， 那 么 由 (2) 及 yx 的 连续 性 ，{Ya,1 
仍 是 一 个 基本 序列 .因此 完备 化 的 理论 可 以 不 加 改变 地 搬 到 市 算 
子 的 Ti- 模 上 ;而 完备 模 刘 仍然 带 有 同样 的 算 子 集 2. 

有 时 候 我 们 有 目的 地 把 ye 改写 成 aY。 这 时 我 们 称 8 为 右 算 
子 区 而 对 称 为 8- 右 模 。 于 是 代替 (1) 有 


(3) (a tb) = ay + bY. 

如 和 朱 & 是 一 个 环 , 那 么 除了 (3) 以 外 ,还 要 求 下 列 运算 规则 : 
(4) a(f 十 7) 一 ap 十 ay， 
(5) a(B7) = (a8)Y. 


过 渡 到 完备 模 刘 的 时 候 , 这 些 关系 仍然 成 立 ， 

右 & 是 一 个 了 - 环 , 则 要 求 乘积 xy 是 * 与 7 的 连续 函数 .这 
些 性 质 也 转移 到 基本 序列 上 ,从 而 放 是 一 个 完备 的 2- 右 模 . 

铬 8 是 一 个 体 ,除了 上 上 面 所 列举 的 运算 规则 外 ,还 有 
(6) 4。] 一 4， 

其 中 1 是 & 的 单位 元 ， 那 么 称 M 为 2 上 的 一 个 向 量 空间 ， 若 & 是 
一 个 了 - 体 ,那么 还 要 求 乘积 xy 是 * 和 7 的 连续 函数 ， 

T- 体 8 上 的 拓扑 癌 量 空间 的 一 个 简单 例子 是 典范 的 2 维 向 
量 空间 2", 它 由 所 有 8& 中 二 个 元 素 的 有 序 元 素 列 (86,，:……，8p8。) 组 
成 。 同 量 与 8 中 元 素 的 乘法 定义 为 

《6 py 一 (8y， ***, Bar). 
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零 向 量 的 一 个 基 邻 域 7 由 一 切 这 样 的 向 量 (8,,…, 8,) 所 组 成 ， 
其 中 每 一 坐标 8,,…, 8 都 在 2 的 零 元 的 某 一 基 邻 域内 。 邻 
域 公理 以 及 加 法 和 乘法 的 连续 性 都 成 立 . 
若是 完备 的 , 则 Cr 也 是 完备 的 。 
证 . 向 量 序列 
vp = (Bln, ***, Brn) 

是 一 个 基本 序列 ， 仅 当 每 一 个 单独 序列 {84。},.…, {Bss} 都 是 基 
本 序列 ,从 而 这 些 序列 有 极限 8,,-……, 86,。 于 是 序列 {v。} 有 极限 
s = (B1, ***, ba) 

证 毕 . 
0 上 每 一 7 维 向 量 空间 M 总 是 纯 代 数 地 同 构 于 2", 因为 M 中 
每 一 个 向 量 可 以 瞧 一 地 写成 : 
2 一 ep 十 ，， 十 enbn, 
而 映射 
(7) (8 Ps) > 
是 一 对 一 的 并 且 是 算 子 同 构 的 ， 这 个 映射 也 是 连续 的 ， 然 而 它 的 
逆 映 射 不 一 定 连续 ， 例 如 , 设 e; 不 是 一 个 有 理 实数 ,那么 数 
1 p + esp, (P81, p? 是 有 理 数 ) 
的 全 体 带 着 由 实数 的 顺序 所 定义 的 通常 的 拓扑 形成 有 理 数 域 上 一 
个 二 维 疝 量 空 间 ; 但 映射 
1 : Bi + ep —> (Bi, B;) 
不 连续 ， 序 列 
0 十 c 一 1]1， 0 十 cl，! 
可 以 以 零 为 极限 ,但 数 对 (p,，1) 总 不 能 以 (0, 0) 为 极限 ， 
如 果 体 & 拓 扑 是 通过 二 个 非 不 足 道 丹 值 所 定义 ， 并 且 假 定 @ 
关于 这 个 拓扑 是 完备 的 ,那么 映射 (7) 是 双方 连续 的 , 因而 M 与 0" 
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拓扑 同 构 。 我 们 遵循 Bourbaki? 首先 对 于 一 维 问 量 空间 证 明 这 一 
定理 ,然后 再 对 一 般 情形 来 证 明 . 
设 F 是 8 的 一 个 非 不 足 道 赋 信 ， 向 量 空间 MM 中 零 元 的 邻 域 记 
作品 ,V, W,……。 一 个 邻 域 口 叫做 均衡 的 ,如果 
UyEU, 对 一 切 满 足 pk47) 委 1 的 7 
引 理 ,每 一 邻 域 VV 都 包含 一 个 均衡 邻 域 U， 
证 .存在 一 个 正 的 常数 8 及 对 中 零 元 的 一 个 邻 域 玉 , 使 得 对 
于 满足 pg(8) 二 e 的 8 有 / 
WAEV. 
对 于 辕 定 的 和 s, 令 U 是 所 有 满足 g(8) 二 的 邻 域 W8 的 
并 .那么 忆 就 是 零 元 的 一 个 含 于 了 中 的 均衡 邻 域 
定理 1. 一 个 非 不 足 道 赋值 休 8 由 每 一 个 一 维 Ti- 向 量 空间 
都 与 典范 向 量 空间 8 拓扑 同 构 。 确切 地 说 : 车 el 是 一 维 向 量 空 
间 M 的 一 个 基 向 量 , 则 映射 6 一 ei6 是 双方 连续 的 ， 
证 .上映 里 8 一 <i8 显然 是 一 对 一 的 ,并 且 是 连续 的 。 我 们 要 
证 , 它 的 北上 映射 是 连续 的 ,也 就 是 说 , 当 e186 在 零 元 的 一 个 适当 的 
邻 域 中 时 , (8) 二 sels 是 一 个 给 定 的 正 数 ). 
设 8 二 0. 在 2 中 存在 一 个 关 0, 满足 g(a) < se。 又 存在 
一 个 邻 域 , 它 不 含 ex。 按照 引 理 , 在 V 中 含有 一 个 均衡 邻 域 U. 
我 们 现在 证 明 , 由 epeD 可 得 pg(8) < s， 
如 未 p(8) 之 2， 则 
pp) = gp(p)Tpla) < ete = 1. 
因为 ej6 在 UU 中, 而且 U 是 均衡 的 ,所 以 
: ea = (eB NB oa) ED. 
1) N. Bourbaki, Eléments de Mathématique, Livre V, Chap. I: Espaces vec. 
torielles topologiques (Actualiiés scient., 1189, Paris: Hermann). 
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于 是 eic 也 将 在 了 内 ,这 与 的 取 法 矛盾 。 定理 1 被 证 明 . 
若 向 量 空间 对 与 2 一致 ,而 且 取 基 疝 量 与 2 的 单位 元 一 致 ,在 

这 一 情况 下 ,定理 1 还 有 一 层 新 的 意义 ,在 M 二 8 中 我 们 有 两 个 
拓扑 一 个 是 由 赋值 ?所 定义 的 拓扑 To， 另 一 个 是 向 量 空间 对 的 
拓扑 了 。 这 里 映射 6 一 ei6 是 恒 等 映 射 。 它 的 连续 性 说 明 ， 拓 扑 
TT 的 邻 域 U 同 时 也 是 在 拓扑 To 意义 下 的 一 个 邻 域 . 在 这 种 情形 
下 ,就 称 拓扑 TT 是 To 的 一 个 粗 化 ， 

在 定理 1 的 证 明 里 ,从 赋值 p 的 要 求 中 只 用 到 存在 元 案 8 送 0 
使 得 p(8) 任意 小 以 及 

p(B7) 一 p(B) PY). 
因此 ,要 使 在 拓扑 T, 意义 下 减法 连续 ， 还 必须 假设 ， 当 gp(8) 和 
?47) 充分 小 时 , p(8 十 7) 可 以 任意 小 。 完 全 的 三 角形 不 等 式 
9p(8 十 7) 委 p(C8) + ppl) 

并 不 需要 .因此 也 可 以 用 取 值 于 一 个 有 序 群 的 "一般 赋值 ?来 处 理 
《人 详 见 $ 104)。 对 于 拓扑 了 工 将 假定 它 满足 分 离 公 理 7 以 及 减法 和 


乘法 在 拓扑 的 意义 下 是 连续 的 .在 这 样 的 假设 下 ,定理 1 说明， 


拓扑 工 必须 就 是 拓扑 To。 也 就 是 说 ， 冉 值 拓 打 To 没有 真正 的 粒 
化 ， 

注意 . 如 果 8 和 MM 都 柑 入 一 个 休 5 内 ,那么 2 带 有 非 离散 赋 
值 这 一 假设 是 不 必要 的 .我 们 只 需 假 设 , s 有 一 个 拓扑 ,在 这 个 拓 
扑 里 乘积 xy 是 ”的 连续 函数 .于 是 映射 6 一 ci8 是 连续 的 , 并 且 
它 的 逆 有 映射 
cB > er'(eB)= BP 


也 征 连 续 的 . 
我 们 现在 转 疝 ” 维 的 情形 。M 中 的 向 量 wv 可 以 唯一 地 表 成 


(8) 2 一 ct 十 十 cap 
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时 
a a ， a 


a a 


定义 在 M 上 而 在 2 中 取 值 的 函数 fv), 如 采 满 足 
(9) flu 十 2) = fu) + fv), 
(10) f(ur) = f(u) 7， 
不 称 为 M 中 的 一 个 线性 汽 澶 . 

由 (8),(9) 和 (10) 得 出 
(11) 1(v) 一 f(eBi +***+ eB) 一 08 十 ,十 npn, 
其 中 oi 二 f(ei)， 所 以 线性 沁 水 f 由 值 作 ex) 所 唯一 确定 。 这 些 
值 可 以 完全 任意 选取 . 例如， 我 们 取 f《ex) = 1 而 其 余 的 值 都 取 
作 0, 就 得 到 线性 沁 浮 

1(v) = Bi. 

按 (11), 用 这 些 个 特殊 的 线性 泛 函 乘 上 系数 wx 再 加 起 来 ， 就 
可 以 得 到 每 一 个 线性 泛 冰 .一 个 # 维 向 量 空 间 M 上 所 有 的 线性 泛 
汶 仍 做 成 2 上 的 一 个 = 维 向 量 空 间 M', 然而 如 果 Q 对 MM 是 右 算 子 
区 的 话 , 则 2 对 M' 是 左 算 子 区 ,我 们 称 M' 为 M 的 对 偶 向 量 空间 . 

大 1(v) 不 恒 等 于 零 , 则 方程 f(v) 一 0 决定 MM 的 一 个 x 一 1 维 
于 空间 。 每 一 个 2 一 1 维 子 空间 NN 都 可 以 通过 这 样 的 方式 得 到 ， 
事实 上 ,我 们 总 可 以 把 NN 的 一 个 基 (e1,， +.，es-1) 扩 充 为 M 的 一 个 
基 (e1，**', ew), 于 是 入 就 由 线性 方程 

bs»=0 

所 决定 ， 

现在 我 们 仍然 假设 ，2@ 是 带 有 一 个 非 离散 赋值 的 体 ， 于 是 下 
列 定理 成 立 : 

定理 2。 若 f 连续 ， 则 六 在 M 中 是 闭 的 ; 反 过 来 也 成 立 ， 

第 一 个 断言 征明 显 的 ,因为 在 一 个 拓扑 空间 中 ,一 个 连续 函数 
的 所 有 零点 总 做 成 一 个 闭 集 。 现 在 设立 在 中 是 闭 的 ;我 们 证 明 ， 
1 是 连续 的 。 
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因为 六 是 闭 的 ,所 以 M/N 是 一 个 盖 -空间 ， 为 了 证 明寺 述 新 
言 ， 我 们 仍 取 ec …，eo 是 六 的 一 个 基 而 ec:…， er 是 MM 的 一 
个 基 ， 于 是 ce,( 模 N) 的 同 余 类 a; 是 M/N 的 一 个 基 , 即 M/N 是 
2 上 的 一 维 同 量 空间 , 它 的 元 素 可 以 唯一 地 号 成 

2 一 op。 

由 (11) ,函数 了 等 于 op 在 这 里 可 以 取 m 一 1。 值 人 wv) 只 

依赖 于 同 余 类 5z( 模 和 N); 因此 可 以 令 四 
f(2) = 1(v) = p,. 
由 定理 1, 映射 
Bs > EnbBs— 
是 双方 连续 的 , 即 逆 映 射 
ed 

尽 连续 的 。 这 就 表示 , 1(2) 是 z 的 连续 冰 数 ， 因 而 也 是 v 的 连续 
图 数 .这 就 证 明了 定理 2 

现在 我 们 假设 2 是 一 个 完备 的 赋值 体 ,并 且 证 明 

定理 3。 一 个 完备 的 非 不 足 道 赋值 体 吕 上 每 一 1 维 向 量 空间 部 
与 典范 向 量 空间 8" 拓扑 同 构 。 确切 地 说 : 车 ce1，*……, es 是 人 的 
一 个 基 , 则 映射 
(12) (Bi, 0) 一 2 一 clp 十 .十 enp， 
是 双方 连续 的 . : 

证 . 映射 (12) 显 然 是 连续 的 ;因此 只 需 证 明 8.,，…, 8, 都 是 
” 的 连续 函数 , 我 们 对 8, 来 证 明 , 在 这 里 方程 6, = 0 决定 子 空间 
N 一 《61，*…*， es-1)。 因为 定理 3 对 > 一 1 已 经 证 明 ,所 以 我 们 可 
以 对 # 作 完 全 归纳 法 。 按 归纳 假定 , V 拓 扑 同 构 于 典范 空间 Co!， 
从 而 古 宛 备 的 ，M 的 完备 子 群 在 WM 中 是 闭 的 ($ 100, 习题 1); 所 以 
NM 在 到 中 是 财 的 、 于 是 由 定理 2, bp。 连续 地 依赖 于 v, 这 就 是 所 要 
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$ 102. 环 的 完备 化 


一 个 拓扑 环 尺 是 一 个 加 群 ,因此 当 7T, 和 4 成 立时 ,也 可 以 扩 

充 成 为 一 个 完备 群 : 
R = F/N, 
其 中 下 是 那样 一 些 基 本 序列 {xy} 的 加 群 ,它们 由 条 件 
i 一 XecEU 对 pg 之 mm 及 yy 之 nh， 

所 定义 ,而 NN 是 中 的 一 个 闭 正规 子 群 。 它 由 一 切 零 序列 所 组 成 ， 
所 谓 零 序列 就 是 以 零 为 极限 的 序列 . : 

我 们 导 在 中 定义 乘法 ， 使 得 F 成 为 一 个 环 而 入 成 为 这 个 环 
的 双边 理想 ,并 且 久 = F/N 是 三 个 完备 TT- 环 . 

引 理 . 若 {x。} 是 一 个 基本 序列 , 则 对 于 每 一 避 , 存在 一 个 配 

和 一 个 m 使 得 

| XW CU 和 Wr CU， 对 于 p>m, 

证 。 存在 一 个 UV', 使 得 

| V+UV EU. 
存在 一 个 了 , 使 得 
FF .7SZ7 
存在 一 个 m, 使 得 
xz 一 xy 在 了 内， 对 于 pg 宇 wW 和 yv 之 fm， 
特别 ， 
Xn 一 Xm 在 VV 内 ， 对 于 4 之 mm， 
存在 一 个 仿 S 了 。 使 得 | 
xn 了 于 SI 和 Wx, CCU, 
于 是 对 于 WV 中 每 一 》 和 每 一 上 之 m, 有 
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xiy 一 (xz 一 xzo)y 十 xoyETPF 十 xn 了 二 十 L SV, 
从 而 * 矿 SU。 同样 可 证 Wx S 忆 . 

从 这 个 引 理 推出 : 

I。 若 {x} 和 {yu} 都 是 基本 序列 , 则 {xuyn} 也 是 基本 序列 。 

证 . 我 们 有 


(1) royy — Kayn = Toys O— Ya) + Xs — Kp) Yn 
对 于 给 定 的 U, 决定 六 , 使 得 
十 了 SU， 


然后 决定 mw 和 多, 使 得 
xs 到 反对 于 2 人 产 1w 和 Wy 守 V， 对 于 4 之 m。 
了 最 后 再 决定 一 个 zz 之 m, 使 得 
yy 一 yaEW 和 x, 一 XE€W，, 对 于 之 mW,» 之 mm', 
于 是 由 (1) 得 
Toyo 一 Tn ENAW + Wy. CV+Ved, 
对 于 & 之 m' 和 vw 之 m”.。 这 就 证 明了 芽 
由 I.。F 十 一 个 环 . 我 们 现在 证 明 ，N 是 这 个 环 的 一 个 双边 
理想 : 
HI。 若 {xj 是 一 个 基本 序列 而 {yw} 是 一 个 替 序 列 ， 则 {xpyp} 
和 {ynxn? 都 是 零 序 列 . 
范 丹 齐 希 曾 把 开 当 作 环 的 完备 化 公理 , 然而 是 可 以 被 证 明 
的 定理 ,事实 上 , 它 是 上 述 引 理 的 一 个 直接 推论 ， 
现在 已 经 得 出 , R 二 F/N 不 仅 关于 加 法 是 一 个 完备 拓扑 群 ， 
而 且 还 是 一 个 环 ， 为 了 证 明 久 是 一 个 了 - 环 , 只 要 再 证 明 , K 中 乘 
法 的 连续 性 就 够 了 .我 们 首先 证 明 中 乘法 的 连续 性 : 
III。 对 于 下 中 的 xX,》 和 器, 存在 信和 WW, 使 得 
(2) (x*+V)G+ WSCAT+U 
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证 ， 设 地 是 基本 序列 {x。}, 了 是 基本 序列 {yw}; 又 设 {ox} 是 
V 中 一 个 元 素 , {wi} 是 丈 中 一 个 元 素 。 于 是 几乎 所 有 wx 都 在 了 
内 ,几乎 所 有 wz 都 在 态 内 . 我们 有 
(3) (rot vy wa) = ray rat Vy Vt a, 

”决定 一 个 U0 使 得 VU" + UV 十 UC UV; 再 按 引 理 ， 决定， 
W" 和 m, 使 得 
xu CU 和 VyCUV, 对 4 人 7 

取 后 表决 是 VV' 和 W 全 W', 使 得 VW CUV'， 于 是 由 (3) 得 

(xz vp Yt WwW) Eryn t+ UU + UCryr t+ UU, 


对 "4 之 mm 因此 得 (2), 所 以 fF 是 一 个 T- 环 . 

一 个 了- 环 按照 它 的 一 个 双边 理想 所 做 的 同 余 类 环 仍 是 一 个 
T- 环 ， 如 林 这 个 理想 是 闭 的 ,那么 这 个 同 余 类 环 还 是 一 个 T,- 环 ， 
即 满 足 第 一 分 离 公理 T1, 从 而 也 满足 第 二 分 离 公理 T,。 所 有 这 
振 结 未 正 象 对 于 T- 群 的 相应 定理 一 样 。 于 是 中 = F/N 是 一 个 
完备 了 -~ 环 ,我 们 得 到 以 下 定理 : 

每 一 个 满足 第 一 分 离 公理 TT 和 第 一 可 数 公理 41 的 了- 环 总 可 
以 扩充 为 一 个 完备 的 T- 环 R， 

按照 Bourbaki， 这 个 定理 对 于 没有 可 数 公理 4 的 T- 环 也 成 
立 。 


$ 103. 体 的 完备 化 


议定 一 个 满足 第 一 分 离 公理 T, 和 第 一 可 数 公理 4, 的 拓扑 
体 。 由 $102,， 5 可 以 扩充 为 一 个 完备 环 $ 一 F/N. $ 是 一 个 了 - 
还 ,但 不 一 定 是 一 个 7- 体 ， 因 为 $ 中 一 个 元 素 * 兰 0 可 能 没有 道 
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元 ,即使 有 道 元 *7!, 也 不 一 定 连 续 依 赖 于 *. 

要 使 和 是 一 个 T- 体 ,下 列 休 的 完备 化 公理 是 必要 且 充 分 的 : 

KK 对 于 S 中 每 一 个 不 趋 于 替 的 基本 序列 {xp}, 它 的 逆序 
列 4x1} 仍 是 一 个 基本 序列 ， 

这 个 公理 显然 是 使 S 能 够 嵌 人 一 个 完备 体 的 必要 条 件 。 事 实 
上 ,基本 序列 {xzsj 在 完备 体 中 有 一 个 非 零 极限 a, 所 以 序列 {x2!} 
有 极限 后, 从 而 {xz!} 是 一 个 基本 序列 , 

下 面 我 们 将 要 证 明 ， 公 理 KK 也 是 使 5 能 够 嵌入 一 个 完备 
T- 体 5 的 充分 条 件 . 

首先 指出 , 前 面 提 到 的 公理 TS ($ 99) 是 KK 和 4 的 推论 ， 

设 U 是 5 中 零 元 的 一 个 令 域 ,我 们 证 明 ， 存 在 零 元 的 一 个 邻 
域 V, 使 得 | 

(1+V) :CI+U. 

如 来 不 然 ， 那 么 在 每 一 个 邻 域 V 中 总 有 一 元 素 * 使 得 (1 十 

*) “不 在 1 十 UV 内， 现在 令 
U,, U,, en 
是 零 元 的 一 个 邻 域 基 . 我 们 总 可 以 在 U1,，…, U, 的 交 中 选取 一 
个 元 素 xe 使 得 (1 十 xp)! 不 在 1 十 U 内， 序列 {x} 是 一 个 零 
序列 ,而 
{yn} = {1 + rp} 
是 一 个 以 1 为 极限 的 基本 序列 ; 于 是 由 KK, 逆序 列 {yz!} 是 一 个 
基本 序列 ， 由 $ 102 11., 张 积 序列 
{yer = {yxy Oo— 1)} = {1 — yz!} 
是 一 个 零 序 列 : 
im(l — yx) =0 即 lmyz 一 1 
因此 对 于 充分 大 的 A， (1 十 x4)" 二 yi! 必须 在 1 十 U 内 .这 
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是 一 个 矛盾 .于 是 Ts 被 证 明 . 

现在 我 们 在 所 有 这 些 假 设 下 (TT!,A, 和 KK) 来 证 明 , 完备 
了 7- 环 5 是 一 个 7- 体 . 

首先 由 KK 得 ,在 基本 序列 的 环 下 中 ,每 一 个 不 属于 和 的 元 索 
有 一 个 逆 元 ,于 是 在 5 = 二 F/N 中 ,每 一 个 不 等 于 零 的 元 素 有 一 个 
逆 元 , 即 $ 是 一 个 体 . 

为 了 证 明 是 一 个 了 - 体 ,按照 $ 99, 我 们 只 需 证 明 : 对 于 零 
元 的 每 一 基 邻 域 0, 存在 零 元 的 一 个 基 邻 域 公 , 使 得 
(1) QtP)-cl+g. 

基 邻 域 上 和 他 由 F 中 那样 一 些 基本 序列 的 同 余 类 ( 模 入 ) 所 
组 成 ,这 些 基本 序列 相应 地 属于 零 元 的 邻 域 了 和 普 。 因 此 只 需 证 
(2) (+7)"1C1+D. 

邻 域 和 7 是 由 那样 的 基本 序列 {x,} 和 {y。} 所 组 成 ， 它们 
的 元 素 xx 和 yi 在 某 一 指标 关 之 后 都 相应 地 属于 邻 域 w 和 了 了 。 现 
在 取 了 ，, 使 得 
(3) (1+ VC1+U. 
按照 TS, 这 总 是 可 能 的 。 由 (3) 就 直接 推出 (2). 

于 是 我 们 有 : 

大 一 个 T,- 环 5 同时 又 是 一 个 体 ,而 且 满 足 公 理 KK 尺 和 A1, 则 
S 是 一 个 了 - 体 ,同时 完备 环 $S 也 是 一 个 T- 休 ， 

按照 N，Bourbaki， 如 果 将 公理 KK 更 加 强 一 步 ,那么 这 个 定 
理 对 于 不 满足 可 数 公理 人 的 7,- 环 也 成 立 . 


$ 104， 用 赋值 定义 拓扑 


用 q(x) 过 所 决定 的 集合 作为 等 元 的 基 邻 域 ,那么 赋值 9 显 
然 就 定义 了 一 个 拓扑 。 我 们 现在 辣 ,一 个 拓扑 应 该 满足 什么 条 件 ， 
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才能 使 这 个 拓扑 是 通过 某 一 赋值 所 定义 的 ， 下列 的 文献 都 是 从 事 
于 这 一 问题 的 研究 的 : 

[1] 1. Safarewi¢, On the normalizability of topol. ficlds, C. R. 
(Dokiady) Acad. Sci.: URSS CNeue Serie), 40 (1943). 

[2} I. Kaplansky, Topol. methods in valuation theory, Dwke 
math. J., 14 (1947), 527. | 

[3] H. J. Kowalsky, H. Diirbaum, Arithmetische “Kennzeich- 
nung von Kérpertopologien, J. reine u. angew. Math., 191 (1953), 
135. : 

下 面 的 综合 材料 主要 以 [3] 的 工作 为 基础 。 此 外 还 应 用 了 
F. K. 施 密 特 (Schmidt) 1953 年 在 苏 黎 士 的 一 篇 报告 。R. K. 施 
密 特 的 思想 也 强烈 地 影响 [3] 的 工作 . 

对 于 所 研究 的 体 ,我 们 首先 只 假设 它 带 有 一 个 T- 环 拓扑, 于 
征 减法 和 乘法 应 该 是 连续 的 ， 但 道 元 x 的 连续 性 并 不 要 求 ， 如 
朱 逆 元 x 1! 是 x 的 连续 函数 ,那么 就 说 带 有 一 个 体 扰 扑 。 

为 了 排除 显 易 的 情况 ,我们 进一步 要 求 这 个 拓扑 是 非 离散 的 ， 
即 容 元 的 每 一 邻 域 U 还 含有 关 0 的 元 素 . 

体 5 中 的 一 个 集合 内 说 是 去 有 界 的 ， 如 果 对 于 每 一 忆 存 在 一 
个 2 天 0 具有 性 质 

MCGC6U 或 pHMSED， 

相应 地 可 以 定义 右 有 界 的 概念 。 如 果 一 个 集合 既是 左 有 界 又 是 右 


有 界 , 就 说 是 有 界 的 .在 实数 域 或 复数 域 中 ,这 个 概念 与 通常 的 概 


念 一 致 . 

体 3 的 一 个 拓扑 叫做 局 部 有 界 的 ， 如 果 存 在 零 元 的 一 个 有 界 
邻 域 了 .单独 一 个 这 样 的 邻 域 就 可 以 定义 整个 拓扑 ， 因 为 按 左 有 
分 的 定义 ,集合 aV (a 关 0) 就 组 成 零 元 的 一 个 邻 域 基 . 
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S 中 的 一 个 集合 R, 如 果 具 有 下 列 性 质 : 
1. 从 xER 和 y€ RR 可 得 xy € R: 
2. 存在 一 个 固定 的 元 素 s 也 0, 使 得 从 xER 和 y€R 站 
s(x — y)E€R, 
那么 就 称 RR 是 5 中 的 一 个 拟 环 . 
如 果 5 中 的 一 个 拟 环 除了 1. 和 2. 外 ,还 满足 下 列 条 件 : 
3. 单位 元 属于 R, 但 RR 不 等 于 5; 
4. S 中 每 一 非 零 元 素 > 都 是 R 中 的 元 素 4b 与 < 的 商 bc!; 
5. 每 一 集合 Rx(x 关 0) 都 包含 一 个 集合 yR(y 过 0), 反 过 来 
也 是 如 此 ， 
那么 就 称 R 是 5 中 一 个 拟 序 模 . 
在 可 交换 的 情形 ,条 件 5 自然 可 以 去 掉 . 
在 复数 域 中 ， 所 有 满足 |z| < 1 的 数 z 的 集合 是 拟 序 模 的 一 
个 例子 。 和 若 x 和 y 是 这 个 集合 的 两 个 数 , 那 么 
] = (x —y) ] < 1 
因此 可 以 取 : = 一 


如 果 R 是 体 5 中 的 一 个 拟 序 模 ， 那 么 在 $ 里 可 以 引进 一 个 局 
部 有 界 的 环 拓扑 , 在 这 里 我 们 定义 所 有 集合 yR(Cy 关 0) 作为 零 元 
的 基 邻 域 . 反之，5S 中 每 一 局 部 有 界 的 环 拓 扑 总 可 以 通过 一 个 拟 
序 模 用 上 述 方 法 产生 。 我 们 来 证 明 这 个 基本 定理 ， 

议 了 是 雪 元 的 一 个 有 界 邻 域 ,R 是 S 中 所 有 满足 条 件 *BSB 
的 元 素 * 的 集合 ， 我 们 首先 证 明 , R 是 零 元 的 有 界 邻 域 .从 而 产生 
拓扑 

存在 一 个 了 使 得 FF ES B, 又 存在 一 个 a 关 0 使 得 aB Cy. 
由 此 得 VaB G VV S 8, 从 而 Va 和 SR、 因为 Va 是 零 元 的 一 个 
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邻 域 ,所 以 R 也 是 零 元 的 邻 域 ， 

由 RB CGC B 得 出 ,车 5 关 0 是 BB 中 某 一 元 素 , 则 RE ES PDB, 因 
此 R 忆 B2 对 于 给 定 的 U, 我 们 可 以 取 a 和 关 0 和 ec 天 0，, 使 得 
aB Ub, Bc CU， 于 是 得 

aR SaBpbCE TO 一 了 

和 Rbc SBc CU. 所 以 R 是 有 界 的 . 

显然 R 具 有 性 质 1 和 3 ， 而 性 质 5 可 以 由 R 的 有 办 性 直 搁 推 
出 。 要 证 明 尺 是 拟 序 模 ,只 要 再 证 明 性 质 2 和 4. 

取 V 合 得 V 一 VV 己 R, 并 且 取 * 关 10 使 得 "RST， 于 是 对 
所 有 RR 中 的 x* 和 y， 

s(x—y)= sr— syEV— VR. 

这 就 证 明了 性 质 2. 

议 给 出 5 中 一 个 元 素 y。， 我 们 在 零 元 的 充分 小 的 邻 域内 取 一 
c 关 0, 村 和 十 < 和 yc 一 2 都 在 邻 域 尺 内 .因此 得 4。 所 以 RR 是 一 
个 拟 序 模 . 

专 序 模 尺 叫做 一 个 完全 拟 序 模 , 如 果 对 于 5 中 每 一 元 素 x 关 
0, 总 有 x 或 和 在 尺 内 。 尺 叫做 不 变 的 ,如 果 

Rx 一 xR， 对 所 有 >x。 

如 末 尺 是 一 个 不 变 的 完全 拟 序 模 。 则 在 5 的 非 零 元 素 间 可 以 

定义 一 个 顺序 关系 
XY)y 或 yy 之 Xx， 

若 "xz 属于 R， 如 果 x 达 y 并 且 y 志 x, 那么 就 把 x 和 > 算 作 同 
一 失 。 于 是 类 的 全 体形 成 一 个 有 序 的 交换 群 G. 

每 一 元 素 * 天 0 属于 一 个 类 p(x)， 我 们 再 定义 p(0) 一 0， 
这 梓 一 来 ， 对 洛 燃 进 了 一 个 老 元 , 它 在 6 的 顺序 中 比 G 中 所 有 区 
素 部 在 表 。 再 令 


i i re . . i 


0.0 一 0. 8 一 8&.0 一 0， 对 所 有 5S6EG. 


于 是 国 数 9 具有 下 列 性 质 : 

(1) p(0) 一 0， 

(2) p(x)cG， 对 x 基 0, 

(3) PxY) 一 q(x) py). 

(4) px + yA. max [p(x), p(y)], 


这 里 14 二 p(s) 是 G 的 一 个 元 索 . z 

一 个 在 添加 了 零 元 素 的 有 序 群 G 中 取 值 并 日 其 有 性 质 (1) 一 
(4) 的 函数 9 叫做 一 个 一 般 赋 值 。 当 和 一 工时 就 称 这 样 的 函数 为 
一 个 克 曾 尔 (Krull) 赋值 

S 中 一 个 元 素 a 去 0, 如 果 它 的 肥 a* 以 零 为 极限 ， 那 么 就 叫 
做 极限 力 零 的 (或 解析 知 零 的 )、 如 果 存 在 这 样 的 元 素 ， 则 G 是 阿 
基 米 人 德 有 序 的 ， 并 且 可 以 把 G 髓 入 所 有 正 实数 的 群 里 .以 下 的 阿 
廷 引 理 成 立 ; 

如 果 一 个 一 般 赋值 9 的 值 是 实数 ， 那 么 存在 一 个 等 价 的 赋值 
几 一 ', 它 满足 比 (4) 更 强 的 要 求 
(5) blr ty) Ebr) + vy). 

这 样 的 赋值 叫做 特殊 赋值 或 常 赋值 。 关 于 这 个 引 理 的 证 明 可 
以 在 本 市 开始 所 提 到 的 卡 普 兰 斯 基 〈Kaplansky7)12] 的 文章 中 找 
到 . 

总 结 以 上 结果 ,我 们 有 

在 一 个 共有 极限 竹 零 元素 的 体 S 里 ,一 个 不 变 的 完 低 拟 订 模 
产生 一 个 常 赋值 的 拓扑， 

按照 F. KK. 施 密 特 , 大 体 5 是 交换 的 ,那么 5 中 一 个 给 定 的 环 
招 扩 可 以 通过 一 个 常 赋值 定义 的 充分 且 必 要 的 条 件 是 : 

1. 这 个 拓 提 是 局 部 有 界 的 ; 
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2. 存 在 一 个 报 限 需 堆 元 束 也 

3. 这 个 拓扑 是 极 小 的 ， 即 在 不 破坏 环 拓扑 公理 或 分 离 公 理 
7T, 的 条 件 下 没有 更 粗 的 拓扑 . 

在 每 一 个 赋值 域 里 ， 条 件 1 和 2 显然 成 立 ， 在 $ 101 中 已 经 
指出 ,条 件 3 也 成 立 , 

我 们 现在 证 明 , 条 件 1, 2 和 3 是 赋值 存在 的 充分 条 件 。 由 于 
条 件 1 成立， 所 以 这 个 拓扑 是 由 一 个 拟 序 模 R 产 生 的 . 设 * 是 一 
个 极限 暴 零 元 素 , 那 么 六 不 在 R 内 ,否则 二" 也 将 在 R 内 ,于 是 

1 = 1701? 

当 2 充分 大 时 将 在 VR 内， 这 里 VV 是 零 元 的 任 一 邻 域 .又 因为 R 
征 有 界 的 ,所 以 存在 元 素 2 使 得 R 在 V5 内 ,从 而 1 在 了 72 内 . 然 
而 我 们 可 以 选取 一 个 了 使 得 了 8 在 U 内 ， 这 里 5 是 零 元 的 任意 
一 个 邻 域 。 这 样 一 来 , 1 将 在 零 元 的 每 一 邻 域内 ， 这 与 分 离 公理 
7: 了 矛盾， 
现在 我 们 可 以 把 R 扩 充 为 一 个 不 含 二 的 极 大 拟 序 模 R*， 这 
个 证 明 可 以 通过 把 Ss 良 序 化 或 者 利用 措 恩 (Zorn) 引 理 ( 见 $62 未 
尾 ) 来 实现 . 

若 a 关 0 是 5 的 任意 一 个 元 素 , 则 ar 以 零 为 极限 , 因此 当 > 
充分 大 时 , at" 在 RR 内 ,从 而 也 在 R* 内 ,这 就 是 说 , 4 在 R*t-” 内 ， 
从 而 在 R*[ 沾 |] 内 ， 这 样 一 来 ，R*[171] 一 5. 

如 朱 R™ 不 是 极 大 的 , 那么 可 以 将 R* 扩充 到 一 个 包含 R* 的 
似 序 模 R**。 后 者 必然 含有 丰 , 从 而 等 于 $, 但 这 不 可 能 ， 因 此 
R 是 5S 中 一 个 极 大 拟 序 模 ， 

专 序 模 R 产生 5 的 一 个 拓扑 , 它 是 原先 给 的 拓扑 的 一 个 粗 
化 。 然 向 开始 所 给 的 拓扑 是 极 小 的 《条件 3)， 所 以 R* 与 RR 产生 
同一 拓扑 . 
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一 -rr 一， 四 下 


按照 克 鲁 尔 2 在 一 个 体 S 中 ， 每 一 极 大 序 模 都 是 一 个 完全 序 
模 , 这 就 是 说 ， 对 于 5 的 每 一 元 索 x, 或 者 x 在 序 模 内 或 者 入: 在 
序 模 内 ， 同 样 可 证 ,每 一 极 大 拟 序 模 都 是 一 个 完全 拟 序 模 , 因 此 产 
生 一 个 一 般 巍 值 ， 这 样 一 来 ， 由 R” 所 产生 的 拓扑 可 以 通过 一 个 
一 般 赋值 来 定义 。 然而 由 2 对 于 这 个 拓 扩 存在 一 个 极限 容 苓 元 
深 , 所 以 根据 阿 廷 引 理 ,这 个 一 般 赋值 与 一 个 兽 赋 值 等 价 。 因 此 条 
件 1, 2 和 3 是 一 个 拓扑 由 一 个 赋值 产生 的 充分 且 必 要 的 条 件 . 

在 [3] 的 工作 中 , 条 件 1 和 3 用 一 个 条 件 了 来 代替 , 这 个 条 件 
企 卡 普兰 斯 基 的 文章 [2] 中 已 经 被 引信 : 

V。 如果 C 是 零 元 的 一 个 邻 域 在 8 中 的 余 集 ， 则 C™! 是 有 界 
的 。 

石 了 成 也 ， 束 称 S 的 这 个 拓扑 是 一 个 了 -拓扑 或 赋值 型 的 拓 
扑 。 一 个 了 -拓扑 总 是 一 个 体 拓 扑 并 且 总 是 局 部 有 界 的 (参看 [3 1] ， 
定理 7 和 8 ). 

对 于 交换 的 Ti- 域 5, 它 的 拓扑 是 由 一 个 赋值 所 决定 的 充分 
且 必 标的 条 件 是 2 (极限 罕 零 元 素 的 存在 ) 和 VV 成 立 ， 由 [3], 定 
理 18, 对 于 体 来 说 还 要 加 上 一 个 条 件 , 这 就 是 : 

车 * 是 极限 知 堆 的 而 y-! 不 是 极限 需 替 的 那么 zy 是 极限 办 
索 的 ， 


$105. 局 部 厌 体 
如 果 在 一 个 了 -空间 的 每 一 个 由 开 集 组 成 的 履 盖 中 ,总 可 以 取 
出 有 限 个 开 集 ,使 得 这 有 限 个 开 集 已 经 可 以 盖 住 整个 空间 ,那么 就 
称 这 个 了 -空间 是 时 的。 如 果 一 个 了 -空间 的 每 一 点 都 有 一 个 紧邻 


1) W. Krull, Allgemeine Bewertungstheorie, J.reine #. angew. Maih., 167 
(1932),160, 
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域 , 碟 称 这 个 空间 是 局 部 景 的. 

关于 局 部 紧 体 的 一 些 重 最 要 的 定理 ， 我 们 将 在 这 里 证 明 一 部 
分 ， 另 一 部 分 只 是 叙述 一 下 。 完全 的 证 明 可 以 参考 邦 德 列 雅 爹 
(IIoarparaa) 的 “连续 群 ” 一 书 或 者 下 列 文献 : 

[4] H. J. Kowalsky, Zur topologischen Kennzeichnung von 
Korpern, Math. Nachr., 9 (1953), 261. 

离散 的 扫 扑 空间 目 然 是 局 部 紧 的 。 我们 以 后 将 把 这 个 显 易 情 
形 除外 .所 以 我 们 所 要 研究 的 体 $ 是 具有 一 个 局 部 紧 的 、 非 离散 
的 环 扰 扑 的 体 ， 孝 德 列 雅 金 称 这 样 的 体 为 连续 体 . 

I. 和 村 一 个 局 部 紧 群 G( 因 此 特别 是 每 一 局 部 紧 模 , 环 或 体 ) 是 
完备 的 。 

证 设 {x,} 是 一 个 基本 序列 ， 我 们 要 证 明 ， 它 在 G 中 有 一 
个 极限 。 我们 首先 证 明 , 这 个 序列 包含 在 一 个 紧 集 MM 内 . 

议 丈 是 单 位 元 的 一 个 紧邻 域 。 存在 一 个 数 m, 使 得 对 于 所 有 
2 之 加 ，、xmx*s 都 在 到 内 。 于 是 对 于 所 有 2 之 wm,x。 在 紧 集 zw 玩 
内 .把 有 限 多 个 点 x1,*…，xm-! 添加 到 紧 集 xW 内 所 得 的 集 仍 
是 紧 的 ， 因 此 所 有 x*, 都 在 一 个 紧 集 对 内 ， 

下 面 当 我 们 提 到 序列 {x,} 中 有 限 多 个 或 无 限 多 个 点 时 总 是 指 
这 样 的 意义 ,在 数 > 一 1，2,…… :中 取 有 限 多 个 或 无 限 多 个 2 并 考 
碟 点 x*;。 至 于 点 是 否 不 同 , 这 一 点 是 不 重要 的 . 

我 们 现在 证 明 , 序 列 {x,} 在 M 中 有 一 个 聚 点 x,， 就 是 这 样 一 
个 点 *, 在 它 的 每 一 邻 域内 都 有 这 个 序列 的 无 限 多 个 点 ， 事 实 上 ， 
如 果 序 列 在 M 中 没有 来 点 ,那么 对 于 M 的 每 一 点 都 有 一 个 邻 域 ,这 
个 邻 域 只 含 序列 中 的 有 限 多 个 点 ， 有 限 多 个 这 样 的 邻 域 就 可 以 盖 
住 M, 从 而 只 有 这 个 序列 中 的 有 限 多 个 点 在 MM 内 .然而 站 含 有 序 
列 的 所 有 的 点 ,这 是 一 个 矛盾 . 
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因此 存在 一 个 聚 点 x€ M. 我 们 现在 证 明 , 序列 {x,} 以 x 为 
极限 ， 即 x 的 每 一 邻 域 xU 含有 这 个 序列 几乎 所 有 的 点 。 设 了 是 
单位 元 的 一 个 邻 域 ， 使 得 VVGU。 对 于 4 宇 m 和 2 之 加 ， 商 
xz'x。 都 在 VV 内 ， 因 为 有 无 限 多 个 x。 在 xV 内 ,所 以 总 存在 一 个 
4 之 mm 使 得 zx。 在 xV 内。 于 是 对 于 > 之 7， 

xy = 一 Yi(xzlro) 
在 xVV 内 ,从 而 在 *C 内， 

注意 .即使 在 更 强 的 意义 下 ， 即 每 一 柯 西港 网 有 一 个 极 跟 ， 
和 群 G 的 完备 性 仍然 成 立 . 参 革 N. Bourbaki，Fléments de Math ,， 
Livre IIl, chap. II (Aciualiiés, 916). 

HH， 在 一 个 非 离 散 的 休 5S 中 ,每 一 紧 集 M 都 是 有 界 的 . 

证 设 U 是 5 中 零 元 的 任 一 邻 域 ， 由 于 乘法 的 连续 性 , 对 于 
MH 中 每 一 点 x, 存 在 邻 域 VC(0) 和 W(x), 使 得 

V(0).: W(x})CU., 

有 限 多 个 这 样 的 下 (x) 就 可 以 盖 住 MY， 我 们 把 对 应 于 这 有 限 

多 个 W(x) 的 V(0) 记 作 VV;。 设 这 些 V ;的 交 为 VV 于 是 有 
V. MEUD. 

因为 $ 不 是 离散 的 ,所 以 在 VV 中 有 元 素 4 0. 于 是 aM ED， 
这 就 证 明了 MM 的 左 有 和 性 。 同 理 可 证 右 有 界 性 . 

从 了 直接 得 出 : 

II 每 一 个 局 部 藉 的 、 非 离散 的 体 $ 是 局 部 有 界 的 . 

从 现在 起 ,我 们 总 假定 第 一 分 离 公理 7, 成 立 ， 于 是 7, 也 成 
立 ， 因 此 容易 推出 , 5 中 每 一 紧 集 MM 前 是 闭 的 ， 

由 I 及 7 得 , 局 部 有 界 体 的 整个 理论 可 以 应 用 到 局 部 紧 体 
上 . 在 这 个 理论 中 ， 重 要 的 是 要 知道 一 个 极限 过 零 元 素 上 是 否 存 
人 在， 因此 我 们 从 凤 下 定理 开始 : 
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IV. 设 S 是 一 个 局 部 紧 的 . 非 离散 的 Ti- 体 ,， 即 它 的 拓扑 是 一 
个 体 拓 扑 且 TT 成 立 。 那 么 存在 一 个 元 率 1 关 0 而 limz” 一 0， 

证 .。 由 7T:, 存在 零 元 的 一 个 邻 域 VV, 使 得 它 的 闭 包 这 不 含 
ce. 设 W 是 V 与 零 元 的 一 个 紧邻 域 M 的 交 ， 那 么 丈 含 于 对 一 M 
中 ,由 II. WW 是 有 界 的 . 玉 也 含 于 六 中 ,所 以 也 不 含 e. 

WW 与 单位 元 。 的 并 下 同样 是 有 界 的 ,所 以 存在 一 个 上 关 0 使 得 


iFC WwW. 
通过 对 ” 作 完全 归纳 法 ,容易 看 出 
"FC WwW, 
从 而 
1" € W. 


我 们 现在 断言 ， 堆 元 的 每 一 邻 域 避 包含 几乎 所 有 的 如， 事实 
上 , 如果 有 无 限 多 个 2” 不 在 忆 内 , 那么 这 无 限 多 个 如 在 M 内 有 一 
襟 扩 5， 在 2 的 每 一 邻 域 V'(5) 内 至 少 有 两 个 客 "和 1? (mn). 
对 于 每 一 邻 域 U'(e) 可 以 选取 一 个 V'(5), 使 得 V'(56) 中 任意 两 
个 元 素 * 与 y 的 商 x7Yy 总 在 UV'(e) 内 .特别 1m 在 U'(e) 内 . 然 
而 所 有 + 的 医 都 在 到 内 ， 商 过-” 自然 也 在 灰 内 。 这 样 一 来 , e 的 
每 一 邻 域 都 含有 她 的 元 素 , 从 而 。 将 属于 砂 , 这 是 不 可 能 的 . 

V. 若 3 是 局 部 紧 的 且 有 一 个 极限 圭 零 元素 ,， 则 它 的 拓扑 是 
一 个 了 -拓扑 ， 

证 明 见 [4] ,定理 8. 

由 IV, 从 体 拓扑 推出 极限 罕 零 元 素 的 存在 。， 由 V, 从 极限 虹 
零 元 素 的 存在 推出 了 -拓扑 ， 正 象 在 $ 104 中 所 提 到 的 那样 , 每 一 
V- 拓 扑 都 是 一 个 体 拓扑 ”因此 ,对 于 局 部 紧 的 、 非 离散 的 体 ( 它 的 
拓扑 是 环 拓扑 ), 下 列 三 个 性 质 是 等 价 的 : 
”a) 体 拓扑 
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5) 存在 一 个 极限 景 零 元 系 

c) 7- 拓 扑 

从 现在 起 假设 5 是 有 一 个 极限 暴 零 元 素 上 的 局 部 紧 体 ， 对 于 
这 种 体 的 结构 , 科 瓦 尔 斯 基 (Kowalsky) 和 邦 德 列 雅 金 已 经 进一步 
寞 清楚 了 . 

” 设 P 是 含 于 s 中 的 素 域 。 那 么 P(z) 是 一 个 域 ; 因此 它 的 闭 包 
L 一 PQ) 也 是 交换 的 。 根据 [4], 定 理 10，S 是 L 上 一 个 有 限 维 
问 量 空间 ,由 了 过 是 完备 的 , 从 而 $ 的 拓扑 由 克 的 扫 扑 唯一 决定 . 
因为 堪 工 有 一 个 了 -拓扑 并 且 存 在 一 个 极限 车 零 元 素 , 所 以 工 的 拓 
扑 可 以 通过 赋值 定义 . 

为 了 决定 这 个 本 扑 , 分 两 种 情形 来 讨论 : 

情形 1。 特征 索 。 这 时 P 了 是 有 理 数 域 ， 由 [4],P 的 赋值 不 是 
不 足 道 的 , 因此 它 的 赋值 只 能 是 由 绝对 值 所 定义 的 赋值 或 是 一 个 
p-adic 赂 值 。 和 在 这 两 种 情形 下 ， 痢 可 以 在 P 中 取 极 限 宪 零 元 素 上 
于 是 PW#) 一 P, 从 而 = 二 P。 因此 工 是 P 的 完备 化 ， 即 工 是 实数 
域 或 p-adic 数 域 .， 工 在 5 的 中 心里 , 从 而 5 是 上 的 有 限 秩 的 代 
数 , 并 且 具 有 和 典范 向 量 空间 L* 的 拓扑 (参看 $ 101). 

若 工 是 实数 域 ,那么 以 后 将 会 看 到 , 工 上 只 存在 三 个 有 限 秩 的 
体 , 那 就 是 : 

a) 实数 域 ， 

5) 复数 域 ， 

c) 四 元 数 体 ， 

情形 2. 特征 pb。 这 时 上 对 于 了 是 超越 的 ， 域 P(z) 是 单 变量 
有 理 函 数 域 ， 由 于 : 是 极限 寡 零 元 素 , 所 以 PCD 的 赋值 除了 等 价 
外 是 唯一 确定 的 。P(o) 的 完备 化 工 就 是 以 素 域 P 中 元 素 为 系数 的 
t 的 笑 级 数 所 成 的 域 。 体 8 是 世上 的 有 限 秩 代数 并 且 具 有 典范 向 
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量 空 间 L? 的 拓扑 . 

如 果 S 是 连通 的 , 即 $ 不 能 分 成 两 个 互 不 相交 的 非 空 闭 集 , 那 
么 由 [41, 定 理 11, 可 以 证 明 极 限 寡 零 元 素 存在 。 而 上 面 所 列举 的 
情形 中 只 有 2)，2)，c) 这 三 种 情形 可 能 . 因此 我 们 得 到 著名 
的 

邦 德 列 雅 金 定理 .每 一 个 具有 环 拓 扑 的 、 局 部 紧 的 、 连通 的 体 
部 与 实数 域 或 复数 域 或 四 元 数 体 连续 同 构 . 
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第 十 三 章 交换 环 的 一 般 理 想 论 


$ 106， 诺 等 (Noether) 环 


在 这 一 章 里 ,我 们 将 研究 交换 环 的 理想 的 整除 性 、 并 且 将 考 
察 ,例如 在 整数 环 内 成 立 的 简单 规律 ,在 一 般 环 上 可 以 推广 到 怎样 
的 地 步 。 为 了 避免 关系 复杂 起 见 ,我 们 只 限于 这 样 的 环 ,在 其 中 每 
一 个 理想 都 有 一 个 有 限 基 ， 正 如 我 们 将 要 看 到 的 那样 ， 实 际 上 在 
很 多 重要 的 情形 ,这 个 条 件 都 被 满足 ， 

我 们 说 , 在 一 个 环 6。 里 , 基 条 件 成 立 ， 如 果 o5 中 每 一 个 理想 都 
有 一 个 有 限 基 。 设 有 一 个 交换 环 ,如 果 在 它 里 面 基 条 件 成 立 , 就 叫 
它 做 诺 特 环 . z 

对 于 每 一 个 域 来 说 , 基 条 件 成 立 ,因为 只 有 理想 (0) 及 (1). 这 
个 条 件 对 于 整数 环 ， 更 一 般 地 说 ， 对 于 每 一 个 主 理想 环 来 说 都 成 
并 。 同 时 这 条 件 对 于 每 一 有 限 环 也 成 立 ， 稍 后 我 们 将 看 到 ， 如 果 
基 条 件 对 于 一 个 环 " 成 立 , 那么 它 对 于 每 一 同 余 类 环 o/a 也 成 立 ， 
最 后 , 我 们 有 下 面 这 样 一 个 主要 是 由 希 尔 伯 特 《Hilbert) 给 出 的 定 
i; 

如 果 基 条 件 对 于 环 0 成 立 , 且 0 有 单位 元 , 那么 基 条 件 对 于 多 
项 式 环 0[x] 也 成 立 。 _ 

证 。 设 % 是 o[z] 的 一 个 理想 ,4 的 各 个 多 项 式 中 * 的 最 高 
医 的 系数 连同 零 一 起 作成 。 的 一 个 理想 ; 因为 若 w 与 8 是 多 项 式 
as 2 的 最 高 系数 : 
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We 


6 一 CX 十 … 
一 px 十 ) 
例如 假定 > 宇 m, 那么 
a — bx"m 一 (ax 十。…) 一 (8x 十 …) 
— (gg— Px 十 
仍 是 所 的 一 个 多 项 式 ,而 0 一 8 是 它 的 最 高 系数 或 零 ; 同 样 , 若 ” 
是 a 的 最 高 系数 ,那么 Me 是 ha 的 最 高 系数 或 零 . 
这 个 由 最 高 系数 所 组 成 的 理想 a, 根据 假设 有 一 个 基 (c, …，， 
um). 设 w 是 m1 次 多 项 式 
ai 一 ojx2 十 。.。 
的 最 高 系数 ,并 且 令 4 是 有 限 多 个 数 wn 中 的 最 大 者. 
我 们 取 这 些 多 项 式 a; 作为 所 要 造 的 工 的 基 里 的 元 素 。 然后 
再 看 ,为 了 得 到 一 个 基 还 需要 另外 取 哪 些 多 项 式 . 
设 
一 gr 二 
尽 中 一 个 次 数 为 NN 之 的 多 项 式 ,那么 0 必须 属于 理想 a: 
z 0 一 2 ies. 
现在 作出 多 项 式 
太一 了 一 之 (xz ji 
在 这 个 多 项 式 里 , xx 的 系数 是 
x — 2 Nios 一 0; 
从 而 六 有 次 数 < N。 因 此 可 以 将 多 项 式 f 模 (41，*…, a,) 而 代 之 
以 一 个 次 数 较 低 的 多 项 式 . 我 们 可 以 按照 这 个 方法 继续 下 去 ， 直 
到 出 现 次 数 小 于 ”的 多 项 式 时 为 止 ， 因此， 以 下 只 需 若 坊 具有 有 
春 次 数 ( 一 站) 的 多 项 式 . 
站 的 次 数 所 一 1 的 多 项 式 中 xz 一 的 系数 连同 零 一 起 , 作成 
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一 个 理想 a,; 设 
(cj “3 cc ) 
是 这 个 理想 的 一 个 基 ， 再 者 , 设 w+; 是 多 项 式 
Qt 一 QeX 1 十。 
的 最 高 系数 . 我 们 再 把 多 项 式 a,41，*……， a, 加 进 所 要 造 的 基 里 去 ， 
于 是 每 一 个 次 数 乏 ” 一 1 的 多 项 式 可 以 模 (4,+1,，:……, a,) 而 代 之 
以 一 个 次 数 和 4 一 2 的 多 项 式 ; 只 要 象 上 面 那样 减 去 一 个 适当 选 
取 的 线性 组 合 
DNsiart 

即 可 . 

如 此 继续 下 去 ， 在 次 数 三 4 一 2 的 多 项 式 中 , x”! 的 系数 连 
同 零 一 起 作成 一 个 理想 a,-,, 它 的 基 元 素 +， .…, ww 属于 多 项 
式 as1，:**， al。 我 们 再 把 这 些 多 项 式 加 进 所 要 造 的 基 里 去 ， 最 
后 ,我 们 达到 只 由 外 里 的 常数 所 组 成 的 理想 ao; 它 的 基 (@y41s………， 
ow) 就 是 多 项 式 o,41，:……，aw。， 半 中 每 一 多 项 式 模 

(a1, “Ay Arty dss Myth a ) 

最 后 必定 约 简 为 零 . 于 是 多 项 式 a1.，:……, a 作成 理想 A 的 一 个 
基 , 从 而 基 条 件 成 立 . 

将 这 个 定理 应 用 7 次 ,我 们 立刻 得 到 以 下 的 推广 

如 果 对 于 一 个 具有 单位 元 的 环 0 来 说 , 基 杀 件 成 立 ,那么 这 个 
条 件 对 于 有 限 个 不 定 元 xi ，，…，xn 的 多 项 式 环 0 [Xi,，:… ,xs] 也 

最 重要 的 特例 是 : 整 系数 多 项 式 环 CLx,,.……, x,] 和 系数 在 
一 个 域 KK 内 的 多 项 式 环 KK[%4, -…, x,]， 所 有 这 些 环 都 是 诺 特 
环 . / 

希 尔 伯 特 只 对 这 样 的 情形 叙述 了 他 的 定理 ， 而 在 形式 上 看 起 
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来 或 者 更 一 般 些 ,就 是 : 
在 5 的 每 一 子 集 中 中 《不 仅 在 每 一 理想 中 ) 存在 有 限 个 元 襄 
mb mn 使 得 晨 中 大 一 元 素 丰 者 可 以 写成 
四 Nim 十 .十 hm (1; 属于 5) 
的 形式 . 
然而 这 个 定理 不 过 是 理想 的 基 条 件 的 直接 推论 ， 因 为 如 果 
古 由 对 所 生成 的 理想 ,那么 首先 有 一 个 基 : 
A = (4, ++, a4), | 
每 一 元 素 a; (作为 中 所 生成 的 理想 的 元 素 ) 依 赖 于 路 中 有 限 个 元 
ER 


ai 一 > Nag rir. 


所 以 时 的 一 切 元 素 都 与 这 有 限 个 mx 各 性 让 六; 特别 对 于 M 的 元 
素来 说 这 一 事实 成 立 . 
更 重要 的 是 , 基 条 件 还 与 以 下 的 “因子 链条 件 ” 等 价 : 


因子 链条 件 ,第 一 种 表述 


如 票 在 0 中 给 定理 想 Qi。 ao: … 的 一 个 钾 , 而 每 一 oil 都 是 
0 的 一 个 真 因子 : 
Qi C Qi 
那么 这 个 链 在 有 限 项 后 终止 ， 
这 个 条 件 等 价 于 


因子 链条 件 ,第 二 种 表述 


如 有 末 给 定 因 子 aq1, a， 0 的 一 个 无 限 链 ， 


Qi C Qi 
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那么 自 某 一 ?2 后 ,一 切 项 必须 相等 : 
: Qn yt “**。 

由 基 条 件 推出 因子 链条 件 ,可 以 这 样 看 出 : 

设 a1, aa, 是 一 个 有 限 链 且 a; ES at。 一 切 理想 的 并 
v 是 一 个 理想 。 因为 如 果 4 与 b 属于 v， 例 如 设 4 属于 a, 而。 属 
于 av, 那么 < 与 5 同属 于 av, 此 处 N 是 数 7 与 m 中 较 大 的 一 个 ; 
所 以 a 一 5 也 属于 ax 从 而 属于 v。 又 设 4 属于 。 例如 4 属于 o,， 
那么 14 也 属于 a,, 从 而 属于 / 

“根据 假设 ,这 个 理想 op 有 一 个 基 (a1,…, o,)， 每 一 4 属于 某 
一 理想 a,,. 设 4 是 数 x 中 最 大 的 一 个 ,那么 ma ,ww 同 在 o 内 ， 
5 中 一 切 元 素 都 与 a1,* +, a; 线性 相关 , 所 以 5 中 一 切 元 素 都 属于 
a,， 从 而 得 到 

DA, = q+1 一 n+ = "“ 

反 过 来 ,由 因子 链条 件 可 以 推出 基 条 件 . 设 4 是 一 个 理想 ,a 
是 中 任意 元 素 ， 若 a 不 生成 整个 的 理想 , 那么 在 a 中 还 有 不 属 
于 (ai) 的 元 素 , 令 a; 是 这 样 的 一 个 元 素 。 于 是 有 

(a) CC (a1, a2). 
车 a 与 a; 还 不 能 生成 整个 理想 ,那么 同样 在 a 中 有 一 第 三 个 元 素 
as, 它 不 属于 (al, a2), 如 此 等 等 。 于 是 我 们 得 到 一 个 因子 链 : 
(a1) C (cai 07) C (qs 01, 3) C+, 
它 在 有 限 步 (例如 + 步 ) 后 必定 终止 。 因 此 : 
《ai， Aa2s ***, dy) 一 Qs 
从 而 a 有 一 个 有 限 基 ?， 

如 果 在 一 个 环 o 中 。 因 子 链条 件 成 立 ， 那 么 在 每 一 同 余 类 环 

1) 在 证 明 中 应 用 了 光泽 公理 ,参考 O。Teichiniillcr，Deuirehe Marhemanik, 

(1939), 567. 
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o/a 中 ,这 个 条 件 也 成 立 。 

证 .oa 中 一 个 理想 b 是 一 个 同 余 类 的 集 . 我 们 做 一 切 这样 
间 余 类 的 并 , 于 是 就 得 到 。 中 的 一 个 理想 bs。 反 过 来 ,bp 由 6 通过 

b 一 b/a 

唯一 确定 . 在 o/a 中 的 一 个 理想 链 b C pb C b 己 .…. 按 这 种 方式 
产生 v0 中 的 一 个 理想 链 b, C b C bs CC .…， 而 由 于 后 者 在 有 限 项 
终止 ,所 以 前 者 也 必定 如 此 . 

放样 也 就 证 明了 在 未 节 开 始 时 所 提出 的 论断 到 由 o 中 基 条 
件 成 这 推出 在 of/a 中 基 条 件 成 立 . 

因子 链条 件 还 可 以 有 两 种 其 他 的 表述 方式 ， 它 们 在 应 用 上 往 
往 比 较 方 便 。 


因子 链条 件 , 第 三 种 表述 ， 极 大 条 件 


如 有 果 在 o 中 因子 链条 件 成 立 ， 那 么 在 每 一 个 由 理想 所 组 成 的 
非 空 集中 ,都 存在 一 一 人 视 大 理想 就 是 这 样 的 理想 。 它 不 包含 在 这 
个 集中 任何 其 它 理想 之 内 ， 

证 . 议 在 理想 的 每 一 个 非 空 集中 ,指定 一 个 理想 。 现 在 假定 


在 一 个 理想 的 集 哎 中 没有 极 大 理想 。 那么 这 个 集中 的 每 一 理想 


还 会 包含 在 这 个 集 的 另 一 理想 之 内 ,我 们 在 哎 中 找 出 所 指定 的 那 
个 理想 a, 再 由 钢 中 那些 包含 着 a, 有 关 a 的 理想 所 成 的 集中 找 
出 所 指定 的 理想 %, 等 等 ,于 是 就 得 到 一 个 无 限 的 链 

0 一 0 一 0 C's 
根据 假设 ,这 是 不 可 能 的 ， 


因子 链条 件 ,第 四 种 表述 ， 因 子 归纳 原理 
设 在 0 中 因子 链条 件 成 主 ， 并 设 有 一 个 性 质 ， 如 果 对 于 每 
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一 理想 Q (特别 也 对 于 单位 理想 ) 来 说 ， 由 巨 对 a 的 一 切 真 国 子 成 
立 可 以 推出 对 qa 成立, 那么 性 质 EE 对 于 一 切 理想 成 立 . 

证 . 假定 这 个 性 质 E 对 于 某 一 个 理想 来 说 不 成 立 ， 于 是 根 
据 因 于 链条 件 的 第 三 种 表述 ,存在 一 个 极 大 理想 ae, 它 也 不 具有 性 
质 E， 由 于 极 大 性 , a 的 一 切 真 因子 必须 具有 性 质 E, 从 而 a 也 有 具 
有 性 质 互 , 这 是 一 个 矛盾 . 


$ 107. 理想 的 积 与 商 


如 同 在 $ 20 那样 , 我 们 把 理想 a, b,.… 的 最 大 公 因 子 或 和 理 
解 为 由 它们 的 并 所 生成 的 理想 (a ,b，…)， 同样 地 把 它们 的 最 小 
公信 理解 为 交 [a, b,………] 一 a 站 5 们 .….。 对 于 由 有 些 是 元 素 有 
此 是 理想 所 生成 的 理想 ,我 们 也 使 用 与 理想 和 的 同样 记 法 ,例如 
(a, 6) = (a, (2)). 
显然 有 (a, b) = (b, a), (C9, 6), ©) = (a, (b, ©)) = (a,b,e) 
等 等 ， 再 着 ， 
((a1, 0 。。 。) ， (b,, b,, »。 。) ) 一 (ai， 0 。。。，。 pb, b,, 。。 “ ) 。 
这 就 是 说 ,依次 写 下 各 个 理想 的 基 , 就 得 到 最 大 公 因 子 的 一 个 基 ， 
把 理想 的 元 素 乘 以 理想 5 的 元 素 ， 那 么 积 a2 一 般 来 说 (与 
积 相 反 》 并 不 作成 一 个 理想 0. 由 一 切 这 样 的 积 ab 所 生成 的 理 
想 思 做 理想 a 与 5 的 积 ， 并 且 记 作 a .8 或 ab。 它 是 由 一 切 和 
Zaibi; (ai 属于 a,b; 属于 b) 所 组 成 的 . 
显然 有 
a.:b=b. a, 
(a.b) .c= `“ 《5b . c). 
1) 例如 ,在 一 个 多 项 式 环 里 , 若 9 = (x, y)， b= (x, 7 那 末 x 各 了 者 大 形式 
如 45 的 积 ,然而 x? 一 y 就 不 是 ，。 
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因此 对 于 理想 的 积 可 以 象 对 通常 的 积 那样 来 进行 运算 。 特 别 当 了 磺 
到 一 个 理想 的 蜡 a? 时 有 意义 ; 它 古 由 
naL 一 Q， apii 一 Q。，6p 

定义 的 ， 

右 a 一 (oa 8 一 (0 bm), 那么 积 ab 显然 是 由 
积 a;b; 生成 的 . 于 是 ， 将 一 个 因子 的 全 部 基 元 素来 以 另 一 四 村 的 
全 部 基 元 素 就 得 到 积 的 一 个 基 。 

特别 对 于 主 理想 来 说 ， 

(a) (8) = (ab), 

因此 在 。 的 元 素 范 围 内 乘积 的 定义 与 通常 的 定义 一 致 . 

一 个 任意 理想 与 一 个 主 理想 的 积 a (2 由 一 切 积 ab 所 组 
成 ,其 中 < 属于 a。 因 此 我 们 就 简写 作 a6 或 2a。 

刃 一 运算 规则 就 是 “理想 的 分 配 律 ”; 
(1). : a. (b,c)= (a.b,a.e). 
因为 a (b, 0) 是 由 积 a(b 十 c) 所 生成 的 ,一 切 这 样 的 积 由 于 

a(b + c)= ab ac, 

者 属于 (a. b, a e); 反 过 来 ,《a* b, a 0) 是 由 积 a6 与 zc 生成 的 ， 
它们 都 属于 a ， (b, c). 

如 琳 在 括 弧 里 ,用 多 个 黄 至 无 限 多 个 理想 来 代替 b,c, 规则 (1) 
也 成 立 ， 

因为 一 切 积 a6 都 属于 a, 所 以 


a0" bc 一 0， 
同样 ， 

a.bCb, 
从 而 : 


9 457 ? 


这 就 是 说 , 积 可 以 被 最 小 公 倍 整除 . 
在 整数 环 里 ， 两 个 理想 a, b 的 最 小 公 倍 与 最 大 公 因 子 的 积 等 
于 ab。 这 一 事实 在 任意 环 里 不 再 成 立 ; 然而 有 : 
(2) {a f\ bl1 :+ (a, 6) Cab. 
[afb} . Ca,b) = (Taflb] .a,[laflp] . b) 
S(b.a, oo:b) 一 a.b. 
根据 $ 19, 由 所 考虑 的 环 的 一 切 元 素 所 组 成 的 理想 8 叫做 单 
位 理想 。 自 然 有 
dad:0Ca, 
然而 大 bo 含有 单位 元 e, 那么 反 过 来 也 对 : 
Oa0.:¢eCa.o, 
从 而 
0.0 一 Q 
在 这 个 情形 ， 理 想 "扮演 着 乘法 中 单位 元 的 角色 。 它 是 由 单位 元 
我 们 永远 有 
(a, 0) 一 oa 人 oo 一 o%。 
议定 一 个 理想 。 所 谓 理想 商 a:b 指 的 是 。 中 满足 条 件 
(3) 7b 三 0(q)， 对 一 著 5 属 于 b， : 
的 元 素 7Y 的 全 体 。 这些 元 素 的 全 体 是 一 个 理想 ;因为 当 > 和 8 具 
有 性 质 (3) 时 , y 一 5 也 具有 这 个 性 质 , 又 当 Y 具有 性 质 (3) 时 ， 
*7 也 具有 这 个 性 质 。 在 这 里 只 假设 a 是 一 个 理想 ; 5 并 不 一 定 是 
理想 , 它 可 以 是 某 一 个 集 或 者 是 单独 一 个 元 素 . 
由 定义 推出 , 当 a 与 b 都 是 理想 时 ， 
b (a:b)Ca, 
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在 整数 环 里 ,两 个 主 理想 (ea),(2) 关 0 的 商 是 这 样 构成 的 , 即 
由 数 4 的 因子 分 解 中 去 掉 同 时 出 现在 5 里 的 因子 ;例如 

(12):(2) 一 《67)， 

(12):(4) = (3), 

(12):(8) = (3), 

(12):(5) = (12). 
换 一 名 话 说 : 在 通常 意义 下 用 最 大 公 因 于 (4, 5) 去除 a. 

在 一 般 环 里 ,有 一 个 相应 的 规则 : 上 
a:b = a:(a, b), 
这 一 瓜 很 容易 证 明 ,而 且 也 不 十 分 重要 . 
显然 a 守 4:b, 因为 a 中 每 一 元 素 都 具有 性 质 (3)。 因此 有 两 
个 极端 情形 : 
a:b=—=0o0 及 a:b=qg, 
第 一 个 情形 当 bSa 时 出 现 ; 因为 这 时 对 于 每 一 7， 
7p 一 0(0) 一 0Co)。 
第 二 个 情形 意味 着 由 yb 三 0(a) 得 出 > 二 0(a). 因此 在 辣 余 式 
7b 三 0(a) 中 可 以 约 去 b。 在 这 一 情形 就 说 5 与 a 互 素 ; 不 过 我 们 
很 少 使 用 这 个 容易 发 生 误解 的 说 法 ,而 常常 直接 写 出 方程 a:b 一 a。 
在 整数 a 与 2 都 不 等 于 零 的 情形 ,判定 标准 和 
由 Yb 二 0(a) 推出 7 二 0(0) 
显然 仅 当 < 与 5 没有 公共 素 因 子 时 才 成 立 ， 然 而 在 一 般 情形 “ 互 
素 一 词 不 是 对 称 的 .例如 , 当 a 是 一 个 素 理想 而 b 是 a 的 一 个 异 
于 的 真 素 因 子 时 ,我们 有 
a:b = 二 a， 从 而 8 与 a 互 素 ， 
然 向 
b:a 一 0， 从 而 aa 不 与 5 互 素 . 
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例如 
《0):(2) 一 (0)， 
(2):(0) = (1). 
以 下 的 运算 规则 是 重要 的 : 
《4 ) [a, “orj :nb 一 [ai :5b， “00 
证 。 由 : 
7b GS la, +, ,| 
Yb CA;s 
反 过 来 也 对 ， 
习题 。 1. 证 明 下 列 运算 规则 : 
(a:b): = a:bhe = (oa:c):b, 
a:(b,e) = (a:b) N (oa:c)., 
2. 证 朋 下 列 三 个 论断 是 等 价 的 : 
a) a:b=a 有 8 a:b, = a; 
2) a:[b, NN b,] = 0 
c) Q:b,b, = a, 


$ 108， 夫 理想 与 准 达 理想 


我 们 以 前 已 经 定义 过 素 理 想 是 这 样 的 理想 ， 它 的 同 余 类 环 没 
有 零 因 子 . 

在 整数 环 里 ,每 一 个 整数 a > 0 都 是 不 相同 的 素数 第 的 积 
(1) : a = pfi*** prr, 
从 而 每 一 个 理想 (“) 都 是 素 理想 宕 的 积 : 

(Ca) = (pr (Pr)er 

在 更 一 般 的 环 里 ,我 们 不 能 希望 理想 的 分 解 规 律 如 此 简单 ， 例 如 ， 
在 一 个 不 定 元 * 的 整 系数 多 项 式 环 里 ,理想 (4, x) 不 是 素 理想 , 除 
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o 外 只 有 一 个 素 因 子 (2, x*); 然 而 理想 (4, x) 不 能 表示 成 (2, zx) 的 
任何 备 。 因 此 一 般 不 能 希望 把 一 个 理想 表示 成 若干 理想 的 积 ， 茎 
多 只 能 希望 把 理想 表示 成 一 些 尽 可 能 地 简单 的 成 分 的 最 小 公 倍 ?. 
这 种 表示 相当 于 由 (C1) 所 得 出 的 (a) 被 表 成 最 小 公 倍 的 如 下 表示 : 
(a) 一 [【(2 .…*, (prr)]. 

理想 (pf*) 具有 以 下 特性 若 积 a4 能 被 zi 整除 而 因子 4 不 
能 被 pxt 整除 ,那么 另 一 个 因子 5 至 少 要 含有 ph 的 一 个 因子 ， 这 
意味 着 某 一 短 5? 必须 能 被 p 整除 ， 因 此 ,由 : 


ab = 0(pkt), 
a 3 0(pkt) 

就 推出 
br = 0(ptt), 


具有 这 样 性 质 的 理想 叫做 准 素 理想 
一 个 理想 9 叫做 一 个 准 素 理想 ,如 果 由 
ab 三 0(q), a 甘 0(9) 
可 以 得 出 ,存在 一 个 p 使 得 
02 二 0(9q)., 
这 个 定义 也 可 以 如 下 叙述 : 
在 模 9 的 同 余 类 环 中 ,车 人 中 二 0 且 4 关 0, 那么 某 一 寺 Ze 必 
须 等 于 零 ， | 
若 友 一 0 而 z 0, 那么 这 就 意味 着 5 是 一 个 零 因 子 ， 环 的 
一 个 元 素 妈 叫做 私 堆 的 ,如 果 某 一 寡 如 等 于 零 。 因此 我 们 也 可 以 
说 : 
1) 一 个 最 小 公 倍 表 示 在 某 些 情 形 比 一 个 积 表示 更 有 用 ， 就 是 当 我 们 打算 判断 一 个 


元 素 能 否 被 一 个 理想 由 整除 时 ， 也 就 是 说 , 5 是 否 属于 和 up 时 。 若 mi = [0,， 
.0, |]， 那么 2 属于 贡 当 且 仅 当 b 属于 所 有 0,. 
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一 个 理想 叫做 准 素 的 。 如 果 在 它 的 同 余 类 环 里 每 一 个 零 因子 
都 是 秋 震 的 ， 

我 们 可 以 看 出 ,这 个 定义 是 率 理 想 定 义 的 一 个 微小 改变 ;在 以 
一 个 聚 理 想 为 模 的 网 余 类 环 里 ,每 一 个 人 因子 不 仅 是 谷 稚 的 ,而 且 
本 身 就 是 零 . 

我 们 将 要 看 到 ,在 一 般 环 里 , 准 素 理想 扮演 着 与 整数 环 里 素数 
矫 同样 的 角色 ， 在 非常 一 般 的 假设 之 下 ， 每 一 个 理想 都 可 以 表示 
成 准 素 理想 的 交 , 并 且 在 这 个 表示 里 ,理想 的 主要 构造 性 质 完全 被 
显示 册 来 ， 

准 素 理想 不 一 定 是 素 理想 的 敌 ; 这 一 点 可 由 开始 时 所 举 出 的 
理想 (4, x) 来 说 明 , 我 们 很 容易 证 明 这 个 理想 是 准 素 的 。 反 过 来 
也 不 一 定 成 立 ; 因为 在 a 能 被 3 整除 的 整 系数 多 项 式 ao 十 etx 十 
… 十 ax 的 还 里 ,p 一 《3x， 2 x?) 是 一 个 素 理 想 ,然而 闵 一 (9x?， 
3xr，x xz) 不 是 准 素 的 ,因为 

9 x’ 三 0(p’), 
x 0(p), 
向 对 每 一 p， 
9 寺 0(p), 


淮 守 理想 与 因子 链条 件 无 关 的 性 质 


1， 相应 于 每 一 个 准 景 理想 9, 都 存在 一 个 素 理想 因子 p, 它 是 
如 下 定义 的 : 是 一 切 这 样 的 元 素 忆 的 爹 体 ， 忆 的 某 一 个 辕 如 属 
丁 9， 
证 。 第 一 , ?是 一 个 理想 ; 因为 由 如 皇 0(q) 得 出 (rp 二 
04q) ,并且 由 如 二 0(q) 及 < 三 0(Cq) 得 出 
(b 一 cc) = 0(9), 
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这 是 由 于 在 (2 一 c)*te-! 的 展开 式 中 每 一 个 被 加 项 或 者 含有 姑 或 
者 食 有 c°. : 
第 二 ,p 是 素 理 想 ; 因 为 由 


ab = 0(p) 
. a 关 0(p) 
得 出 ,存在 一 个 p, 使 得 
arb? = 0(9) 
日 


a? 3 0(9). 
因此 必定 有 一 个 o, 使 得 
pro = 0(9); 
从 而 
: 三 0(p). 
第 三 ,bp 是 9 的 因子 : 
q 三 0(p); z 
因为 9 的 元 素 目 然 上 共有 这 个 性 质 , 即 元 系 的 一 个 轿 属 于 9.。 
p 叫做 属于 9 的 素 理想 , 9 叫 牧 一 个 属于 $ 的 准 素 理想 。 由 准 
索 理 想 的 定义 推出 : 
IT. 若 ab 汪 0(9) 且 4a 关 0(9), 则 2 二 0(p). 
以 下 的 定理 可 以 说 是 这 个 定理 的 逆 命 题 : 
HI. 设 p 与 9 是 理想 ,并 且 只 有 下 列 性 质 : 
1, 若 ab 三 0(9) 且 a 关 0(q), 则 5 三 0(p)， 
2.9 三 0(p), 
3. 著 5 三 0Cp) 则 br 二 0(9)， 
那么 9 是 准 素 理 想 而 pp 是 属于 9 的 素 理 想 ， 
证 。 由 4b 三 0(9) 及 4a 基 0(9) 推出 (根据 1, 3) &? 寺 0(9). 
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所 以 4 是 准 素 的 我 们 只 需 证 明 ,p 恰 由 这 样 的 元 素 5b 所 组 成 ,4 
的 某 一 大 br? 属于 9， 这 个 论断 的 一 半 正 是 3. 剩 下 的 就 是 要 证 朋 ， 
外 5? 二 0(9) 推 出 6 三 0p)， 设 ?是 使 得 ?三 0(9) 成 立 的 最 小 
目 然 数 . 对 于 o 二 1, 根据 2, 论断 是 正确 的 。 对 于 p > 1, 我 们 
有 2 br 二 0(9) 而 2 一 关 0(9)， 从 而 (根据 1)2 二 0(p)， 

这 个 定理 在 一 些 特殊 情形 下 简化 了 准 素性 质 的 验证 和 属于 它 
的 素 理想 的 寻求 ,并 且 指 出 ,属于 它 的 素 理想 由 怎样 的 性 质 唯一 确 
定 ， : 

当 a 与 5 用 理想 a 与 b 代替 时 ,性 质 IT 也 成 立 : 

IV. 老 ab 三 0(9) 且 a 关 0(q), 划 b 二 0(p)， 

因为 者 b 关 0(p), 那么 在 b 中 将 有 一 个 元 素 6 不 属于 p, 同时 
多 有 a 中 一 个 元 素 4 不 属于 9。 然而 乘积 ab 必须 属于 mb。 从 而 属 
这- 引 前 所 证 明 的 性 质 饿 盾 

夫 似 地 可 以 证 明 关 于 素 理想 的 相应 定理 ， 

老 Qb 圭 0p) 且 9 半 0(p), 划 b 三 0(p). 

作为 一 个 推论 [应 用 (4 一 1) 次 来 证 明 ] 我 们 有 : 

若 a” 圭 0(p), 则 a 三 0(p)， 

定理 IV 的 男 一 种 表述 是 : 

IV. 若 b 半 0(p), 则 q:b 一 q， 

同 余 类 环 v/a 包含 理想 p/q (因为 全 电 ， 这 个 理想 是 由 -一 
切 医 委 元 素 组 成 的 ,从 而 当 9 闫 6 时 由 一 切 零 因子 所 组 成 ， 


准 素 理想 在 有 因子 链条 件 的 假定 下 的 性 质 


议 ?p 是 属 本 9 的 素 理想 , 那么 p 中 每 一 元 素 的 某 一 军属 于 q. 
对 于 这 个 窜 所 必需 的 最 小 指数 依赖 于 元 素 的 选取 ， 并 且 可 以 无 限 
增 大 . 然而 如 后 在 环 。 中 假定 因子 链条 件 成 立 ， 那 么 这 样 的 指数 
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不 能 无 限 增 大 ,因为 有 以 下 的 定理 : 
V. 一 个 办 p? 可 以 被 4 整除 : 
w= 0(q). 时 | 
证 ， 设 (pi, …, pp,) 是 p 的 一 个 基 ， 又 设 p29',…, p?" 属于 
9。 如 果 令 


oD D+ 


那么 pr 由 一 切 p; 的 每 次 取 P 个 因子 的 积 所 生成 ;在 每 一 个 这 样 的 
积 里 , 至 少 有 一 个 因子 pi 必须 出 现 多 于 (p; 一 1) 次 , 从 而 至 少 出 
现 o; 次 ;所 以 的 一 切 生 成 元 都 属于 9q, 定理 被 证 朋 . 

在 一 个 准 素 理想 9 与 属于 它 的 素 理想 p 之 间 以 下 关系 成 并 : 

二 0(p)， 

2) {» = 0(9). 
使 得 这 个 关系 成 立 的 最 小 数 p 叫做 9 的 指数 ， 特 别 ， 这 个 指数 给 
出 为 了 使 + 的 元 素 恬 属于 9 所 需要 的 最 小 乘 方 指 数 的 上 界 . 

若 4 是 准 素 的 , 那么 方程 (2) 对 属于 9 的 素 理想 p 来 说 是 一 
个 特征 性 质 . 因 为 假定 有 第 二 个 素 理想 w 对 于 指数 o' 同样 也 满足 
(2), 那 么 将 有 z 

ppSqSH， 从 而 pp, 
p” CaqCp, 从 而 pp, 

因此 p 一 p， 

VI. 若 ab 三 0(q), 且 a 关 0(9), 那么 有 一 个 矫 br 三 0(9). 

证 ， 只 要 取 o = 二 pb 即 可 .正如 以 前 所 证 明 的 那样 ， 由 ab 二 
0(q) 及 a 关 0(9) 就 得 出 8 二 0Cp), 从 而 

: br 二 0(p°) = 0(9). 

一 个 具有 景 后 所 说 的 性 质 的 理想 9 四 做 强 准 宗 的 , 它 是 相对 先前 定义 的 

弱 准 素 或 简称 准 素 理想 来 说 的 。 如 果 因子 链条 件 成 立 ,那么 这 两 个 概念 是 一 
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致 的 ;因为 我 们 已 经 看 到 , 这 时 准 素 理想 也 是 强 准 素 的 ,而 通过 把 理想 a,b 特 
殊 化 为 主 理想 (a),(5), 就 可 以 简单 地 推出 其 逆 。 如 果 因 子 链 条 件 不 成 立 , 那 
么 虽然 每 一 个 强 准 素 理 想 也 是 弱 准 素 的 ， 然 而 反 过 来 不 一 定 成 立 。 请 看 在 
Math. Reviews, 5 (1944),，226 上 关于 A. Walfisch “Uber primire Ideale” 


的 文摘 

习题 . 1. 在 一 个 不 定 元 * 的 整 系数 多 项 式 环 中 ,理想 a = (x:, 2x) 不 
年 准 素 的 .然而 (六 C a C (x), 而 (x) 是 一 个 素 理想 . 

2. 若 0 有 单位 元 ,那么 p 本 身 是 属于 素 理想 " 的 唯一 准 素 理想 。 


$ 109. 一 般 分 解 定理 


从 现在 起 设 。 是 一 个 诺 特 环 ， 因 此 在 @ 中 基 条 件 ， 因 子 链条 
件 , 极 大 条 件 以 及 因子 归纳 原理 成 立 ， 
一 个 理想 m 叫做 可 约 的 , 如 果 它 可 以 被 表示 成 两 个 真 因 子 的 
交 ; 
m=afb, an 过 >im bom, 
如 果 这 样 的 表示 不 可 能 ,那么 就 说 这 个 理想 不 可 的 。 
素 理 想 是 不 可 约 理想 的 例子 ; 因为 如 果 一 个 素 理 想 p 可 以 表 


pP 一 af 们 ba 二 ph bp, 
那么 将 有 
ab = 0(af\lb) = 0(p), a 闫 0(p), b #0(p), 
这 与 素 理想 的 性 质 相 违 . 
根据 因子 链条 件 ,以 下 的 第 一 分 解 定理 成 立 : 
每 一 个 理想 都 是 有 限 个 不 可 约 理想 的 交 ， 
证 . 对 于 不 可 约 理想 来 说 ,定理 正确 ， 设 m 可 约 : 
m=afjb,aDm, bom. 
假定 对 于 m 的 一 切 真 因子 ,因而 特别 对 于 a 及 6 来 说 ,定理 已 被 证 


“ 466 。 


明 ; 于 是 可 以 议 
na 一 [ii 
b = [i ,tl]. 
然而 由 此 就 得 出 
m= [t,o i i ,is 
所 以 定理 对 于 m 也 成 文 . 处 而 定理 对 于 单位 理想 (总 是 不 可 约 的 ) 
成 立 ,于 是 根据 “因子 归纳 原理 ”, 定 理 一 般 成 立 . 
利用 下 面 的 定理 ,可 以 由 不 可 约 理想 表示 出 发 ,得 出 准 素 理想 
表示 : 
每 一 个 不 可 约 理想 都 是 准 素 的 ， 
证 . 设 m 不 是 准 案 的 。 我们 将 证 明 , m 可 约 . . 
因为 m 不 准 素 ,所 以 存在 两 个 元 素 a, 4 具有 性 质 | 
ab 二 0(m), : : 
a 0(m), ; 
b? 关 0(m) 对 任意 o， : | 
根据 因 于 链条 件 ， 理想 商 的 序列 z \ 
m:b, m:b:, » 
在 某 一 项 终 赴 , 换 一 句 话说 ,对 于 某 一 和 
m:b* =— m:bttl 
我 们 现在 断言 ， 
(1) m 一 (m, a) fl (m, ob*). : 
右 疾 丙 个 理想 都 是 m 的 因子 , 并 且 还 是 真 因 于 ， 因 为 第 一 个 
包含 a, 第 二 个 包含 我们 需要 证 明 , 这 两 个 理想 的 任意 公共 
元 素 必定 属于 m。 一 个 这 样 的 元 素 c, 作为 (m, 05*) 的 元 素 ，、 具 有 
` 形式 
c= mt roe; 
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其 次 ,作为 Cn，o) 的 一 个 元 素 , 它 具有 性 质 
cb = 0mb, ab) = 0(m). 
由 此 推出 
mb + rpkfl = cb = 0(m), 
从 而 根据 m:2tt 一 m:6t, 我 们 有 
rb* 三 0(m), 
c= m+ rbt = 0(m)., 

于 是 (1) 被 证 有 明 ; 所 以 m 的 确 是 可 约 的 , 

因为 每 一 理想 都 可 以 被 表示 成 有 限 个 不 可 约 理想 的 交 ， 而 每 
一 个 可 约 理想 都 定 维 索 的 ,所 以 : 

每 一 理想 都 可 以 被 表示 成 有 限 个 准 素 理想 的 交 ， 

这 个 定理 还 可 以 再 加 强 。 首先 从 一 个 表示 

mm 一 /qi * . 9,j， 

里 可 以 依次 将 多 余 的 理想 9;, 也 就 是 一 急 包 含 其 余 理想 的 交 的 理 
想 去 挥 。 于 是 得 到 一 个 不 可 缩短 的 表示 ,就 是 这 样 的 一 个 表示 ,在 
其 中 每 一 成 分 4; 都 不 再 包 有 其 余 成 分 的 交 。 在 这 样 的 一 个 表示 
里 ,还 可以 发 现 ,一 些 准 素 成 分 可 能 括 成 一 个 准 素 理想 ,也 就 是 说 ， 
它们 的 交 仍 是 一 个 准 素 理想 。 什 么 时 候 才 会 发 生 这 种 情形 ， 由 以 
下 定理 给 出 ， : / 

1. 有 限 个 属于 同一 素 理想 的 准 素 理想 的 交 仍 是 一 个 准 素 理 
想 , 并 且 属 于 同一 素 理想 . 

2. .有限 个 准 素 理想 ,如 有 果 不 剖 属于 同一 京 理想 ,那么 它们 的 不 
可 缩短 的 突 不 是 准 素 的 。 

这 个 定理 不 依赖 于 因子 链条 件 . 

1 的 证 明 。 设 

m= [qq]， 


ea 站 有 8 » 


此 处 qq,，.…，, q 都 属于 p。 我 们 根据 定理 II ($ 108) 来 证 朋 ， 由 
ab 三 0(m), a 关 0(m) 


推出 ,对 于 一 切 >， 
ab 三 0(9,), 
并 且 至 少 对 于 一 个 »， 
a 关 0(9,), 
从 而 b 三 0(p). 


其 次 ,显然 有 
fm 三 0(9,) 三 0(p)， 
最 后 , 右 & 三 0(p), 那 么 对 一 切 »， 
br = 0(9,), 
因此 , 当 p 一 max p, 时 ,我 们 有 
br 三 0(q9,) 对 一 切 y， 
ze = 0(m). 
于 是 定理 HI 所 说 的 三 个 性 质 都 被 满足 ， 因此 m 是 准 素 的 而 bp 是 
属于 它 的 素 理想 . 
2 的 证 明 . 设 给 定 一 个 不 可 缩短 表示 
m = [q1, ***, 9,] (r 之 2)， 
在 其 中 所 属 的 素 理想 m 至 少 有 两 个 不 相同 。 我 们 一 开始 就 设想 
每 一 组 属于 同一 素 理 想 的 准 素 理想 都 括 成 了 一 个 准 素 理 想 。 这 个 
表示 仍 是 不 可 缩短 的 ， 

在 有 限 个 过 理想 pn 中 存在 一 个 极 小 的 素 理想 , 就 是 这 样 的 一 
个 素 理 想 ， 它 不 包含 同 组 中 其 他 任何 一 个 。 例 如 设 这 个 素 理想 是 
Pr。 因 为 pi 不 包含 p.，.……, Pp,, 所 以 有 元 素 4, 使 得 

ay 关 0(p1), | 
ao 三 0(p,) 


因此 对 于 充分 大 的 o， 
a? = 0(q,). z 
如 果 9 = 二 m, 那 必 表示 m 二 [91,………, 9,] 可 以 缩短 (这 时 4,,，…*,q, 
是 多 余 的 )， 因 此 在 9 里 存在 一 个 元 案 9: 使 得 
qi 关 0(m). 
这 时 积 / 
Ga; ea da, )? 
属于 qi 且 同 时 属于 4;,……, 9,, 从 而 属于 m。 然而 个 属于 nn, 
如 果 m 是 准 素 的 ,那么 由 此 将 推出 : 
(a ** 41) = 0(m), 
(a2 ar) 二 0(p), 
于 是 ,因为 pi 是 素 理 想 ,至 少 对 于 一 个 » 
av = 0(p1), 
这 上 与 表面 所 说 的 矛盾 . 
如 果 在 一 个 不 可 缩短 表示 
m = [q, “9 | 
里 , 属于 q, 的 素 理 想 p, 都 互 不 相同 ,这 时 表示 里 两 个 或 几 个 理想 
都 无 法 括 成 一 个 准 素 理 想 ， 那 这 个 表示 就 叫做 一 个 由 最 大 准 素 理 
想 的 表示 。 这 些 最 大 人 维 素 理想 也 叫做 m 的 准 素 分 支 ， 
每 一 个 不 可 缩短 表示 m 一 [q,,.…, 9,] 都 可 以 通过 把 属于 同 
一 素 理想 的 准 素 理想 括 在 一 起 而 化 为 一 个 由 最 大 准 素 理想 的 表 
示 ， 于 是 就 证 明了 第 二 分 解 定理 : z 
每 一 理想 都 容许 一 个 被 表 成 有 限 个 最 大 准 素 分 支 的 交 的 不 可 
缩短 表示 。 这 些 准 素 分 支 属于 互 不 相同 的 素 理想 . 
由 E. 拉 斯 克 〈《Lasker) 对 多 项 式 环 而 由 E. 诺 特 对 一 般 环 所 
证 朋 的 “第 二 分 解 定理 ” 是 一 般 理 想 论 中 最 重要 的 结果 .我 们 将 在 
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整个 第 十 四 章 中 看 到 这 个 定理 的 应 用 ， 在 下 一 节 里 我 们 将 研究 准 
案 分 支 的 唯一 性 问题 . 

习题 。 1. 在 一 个 不 定 元 的 整 系数 多 项 式 环 内 把 理想 (9, 3x 二 3) 分 解 
为 准 素 分 文 。 

2. 对 于 每 一 理想 a, 存在 一 个 可 以 被 a 整除 的 素 理 想 大 的 积 pr: pz?… 
pp 其 中 每 一 hb 都 是 a 的 一 个 因子 ， 

3. 者 琴 0 有 单位 元 、 那 么 每 一 个 异 于 6 的 理想 Q 至 少 可 以 被 一 个 价 于 
0 的 素 理 想 整除 . 

4 在 一 个 不 定 元 的 整 系数 多 项 式 环 内 ,理想 (4, 2z, x') 是 准 索 的 , 但 是 
可 约 的 。[ 分 解 : (4, 2x, x?) 一 (4, xz)n (2 x?).] 


$ 110. 第 一 唯一 性 定理 


一 个 理想 分 成 最 大 准 素 分 支 的 分 解 不 是 唯一 的 . 
例 . 在 多 项 式 环 改 [x,，y] 里 ,理想 
m = (x?, xy) 
由 一 切 可 以 被 * 整除 且 不 含 一 次 项 的 多 项 式 组 成 。 一 切 可 以 被 zx 
整除 的 多 项 式 的 集 古 素 理想 
— (Xx); 
FA 
= (x XYy, y). 
因此 
nm == [9,92]. 
这 是 一 个 不 可 缩短 表示 ， 并 且 由 于 属于 由 与 中 的 素 理想 不 相同 ， 
它们 分 别 是 (x) 及 (x,y), 所 以 这 也 是 一 个 由 最 大 准 案 理想 的 表示 . 
然而 除 此 之 外 还 有 另外 的 表示 : 
m = [q1, q93]， 
这 里 Qs 一 《322》 0) ; 
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因为 一 个 多 项 式 属 于 m, 只 要 求 它 可 以 被 x 整除 并 且 不 含有 一 次 
项 就 行 。 按 这 种 方法 , 当 域 K 是 无 限 的 时 候 ， 甚 至 有 无 限 多 种 表 
不 : 

m= [qi 90%], 9 一 《xz y+ 0x)， 

在 所 求 得 的 m 的 一 切 分 解 中 ， 准 素 分 文 的 个 数 以 及 所 属 的 
素 理想 

(x), (x, y) 
都 是 唯一 确定 的 一般 来 说 ,以 下 定理 成 立 : 

第 一 唯一 性 定理 .在 一 个 理想 m 用 最 大 准 素 分 支 的 两 种 不 可 
绢 短 表 示 中 ,分 支 的 个 数 以 及 所 属 的 素 理想 都 是 唯一 确定 的 (尽管 
分 支 本 身 不 见得 唯一 确定 )， 

证 。 对 于 一 个 准 素 理想 来 说 ,断言 是 自明 的 .因此 可 以 对 于 
出 现在 所 考虑 的 理想 的 至 少 一 个 表示 内 的 准 素 分 支 的 个 数 作 归纳 
法 . 

设 
(1) m= {9, ,9] = {91, ***, 90]. 

从 一 切 所 属 的 素 理 想 mm …， pi, pi ,py 中选 出 一 个 极 大 的 ， 
就 是 这 样 的 一 个 素 理想 , 它 不 被 其 余 任 何 一 个 所 包含 (整除 ). 例 如 
设 这 样 的 一 个 理想 出 现在 左 端 ,并 且 设 它 为 mw。 我 们 断言 ,这 个 理 
想 也 出 现在 右 端 , 因为 不 然 的 话 我 们 可 以 在 (1) 里 作对 于 9 的 商 : 
[qq qq = [qq qi]。 

现在 (对 于 一 切 > 之 1)q 关 0(p,), 否则 将 有 bp 三 0(p,), 这 与 和 的 
极 关 竹 的 假设 相 违 ， 同 理 ， 对 于 一 切 >,q 关 0Cp')， 于 是 根据 定 
理 IV($ 108)， 

9 :qi 一 qs (» = 2,..*, 7), 

qd = 中 (v= 1,...,7). 
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然而 qq 一 0, 所 以 有 
{0,92 9 一 [9 ***, qu]. 
右 端 等 于 m; 所 以 左 端 也 必须 等 于 m.， 5 可 以 去 择 ; 所 以 
mG 二 [92,***, ql. 
于 是 ,(1) 中 两 个 表示 的 第 一 个 可 以 缩短 ,与 假设 矛盾 . 
这 样 ,每 一 个 极 大 索 理 想 都 在 两 端 出 现 ， 
现在 设 ,例如 , i 和 !。 我 们 要 证 明 : /一 并且 (适当 排列 次 
序 ) p, 一 mm。 假设 这 个 结论 对 于 可 以 用 少 于 ; 个 准 素 理想 表示 的 
理想 来 说 ,已 完全 被 证 明 ， 我 们 如 此 排列 9 与 9 的 次 序 使 得 b= 
p 是 属于 9 及 9i 的 极 大 素 理想 
在 (1) 的 两 端 作 对 于 积 quqi 的 商 : 
[q91:9191, +, qm91] = [9:9191, + + *, qq191], 
于 是 按照 与 前 面 同 样 的 论证 得 ; 
01 = q, 
qdy: qq 一 中 
再 者 ,因为 gq 能 被 qi 及 qi 整除 ,所 以 


di : qi 一 0 


I > 1). 


qi: qid1 一 0; 
于 是 得 到 
z [92, +, 91] = {92,***, q»]. 

根据 归纳 假定 ， 因 为 现在 左 端 和 右 端 都 是 一 个 由 最 大 准 素 分 支 的 
不 可 缩短 表示 ,7 一 1 二 1 一 1, 从 而 == 1。 其 次 ， 适当 排列 次 
序 , 对 一 切 > > 1, p, 一 声 成 立 ， 此 外 ,因为 pi 二 pi, 所 以 定理 完 
全 被 证 明 . 

按照 所 证 的 定理 ， 作 为 所 属 素 理想 而 出 现在 一 个 不 可 缩短 表 
不 9 一 [1,， ,| 中 的 唯一 确定 的 理想 p， . “, Pi HU 做 属于 理 
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想 a 的 素 理想 。 它 们 的 最 重要 的 性 质 是 : 

当 一 个 理想 Q 不 能 被 属于 一 个 理想 日 的 任何 率 理想 整 除 时 ， 
那么 b:a 二 6; 反 过 来 也 有 成立。 

证 。 设 b= 二 [9,……, 9 是 一 个 不 可 缩短 表示 . 首先 设 
a 关 0(pi), i 一 1,，…*, 1, 这 里 9; 属于 9;。 由 此 推出 

qi: 0 = dq;, 
b:a = [q9, *-*…*, qj]:a 
一 [qi:a, ..., qi1:a] 
一 [9,.…, ml = b. 

区 过 来 , 设 b:a 一 b， 如 果 对 于 某 一 i, a 二 0(p;)， 例 如 a= 

0(pi) ,那么 将 有 a? 三 0(91), 从 而 
ao? [92 ***, 9 0([g, ***, 91]) = 0(b). 
因为 在 每 一 同 余 式 (mod 了 ) 里 可 以 约 去 & 因而 可 以 约 去 or, 所 以 
[q2, :+*, q1] = 0(b), 

这 与 表示 的 不 可 缩短 性 相 违 。 

特别 当 a 是 一 个 主 理想 (a) 时 ,我 们 得 到 一 个 重要 的 特殊 情形 : 

当 一 个 元 素 a 不 能 被 属于 一 个 理想 6 的 任何 素 理 想 整 除 时 ， 
那么 b:a 二 b; 这 就 是 说 .由 ac == 0(b) 椎 出 cc 圭 0(6)， 

当 把 a 也 表示 成 准 素 理想 的 交 [9;,…, 9;] 时 。 我 们 还 可 以 
用 男 外 方式 来 陈述 这 个 一 般 定 理 ，a 可 以 被 p; 整除 ， 当 且 仅 当 某 z 
一 页 能 被 5; 整除 , 即 某 一 5) 能 被 5; 整除， 由 此 推出 : 

当 属 于 a 的 任何 一 个 素 理想 都 不 能 被 属于 b 的 一 个 素 理 想 整 
除 时 , bia = b; 反 过 来 也 成 立 ， 


$ 111. 孤立 分 支 与 符号 害 
在 一 个 交换 环 。 里 , 设 5 是 一 个 非 空 集 , 它 在 含有 两 个 元 素 * 
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与 : 的 同时 也 含有 它们 的 积 st。 这 样 的 一 个 集 5 叫做 来 法 封闭 
的 ， / 

现在 设 m 是 5 的 一 个 理想 。 我 们 将 ms 理解 为 " 中 一 切 这 梓 
的 元 素 * 的 集 ,对 于 5 的 一 个 s, sx 属于 mt， 

ms 是 一 个 理想 (并且 还 是 mm 的 一 个 因子 )。 当 zx 与 属于 mm。 
时 , sz 与 *y 属于 m, 因而 

ss (x—y)= s(x)— ssy) 

也 属于 m, 所 以 x 一 y 属 于 ms; 当 z 属于 ms 时 , rx 也 属于 ms, 至 
于 mm 的 一 切 元 素 都 属于 ms, 显然. 

ms 是 做 和 的 S- 分 支 或 者 更 详细 地 说 ,叫做 由 S 所 确定 的 mm 
的 孤立 分 支 ， : 

从 现在 起 再 假定 bo 是 一 个 诺 特 环 ， 如 有 果 理 想 m 被 表示 成 准 素 
理想 的 交 : 
(1) m= [9, ，**, 9,], / 
那 必 可 以 将 准 康 理想 9; 区 分 为 与 5 相遇 的 , 就 是 至 少 与 $ 有 一 个 
公共 元 素 , 和 不 与 8 相遇 的 。 如 果 一 个 中 与 8S 有 一 个 公共 元 素 s， 
那么 属于 9; 的 素 理 想 p; 也 与 S$ 有 同一 公共 元 案 *。 反 过 来 ， 如 果 
p; 与 $S 有 一 个 公共 元 索 ;, 那么 9; 有 一 个 车 % 与 SS 公共. 

我 们 将 9; 这 样 编号 ,使 得 9,，:……, 9; 不 与 集 S 相遇， 而 94n， 
…， 9; 与 S 相册。 我 们 现在 证 明 ， 

(2) ms = [q9,，*.., 9;], 
在 4 一 0 的 情形 ,人 2) 束 意味 着 ms 一 0。 

证 。 如 有 果 x 属于 ms, 那么 sx 属于 m, 于 是 对 于 1 委 ; < 委 /， 
我 们 有 

5 =0(0)，5 关 00p)， 从 而 x* 三 0(9;)， 

换 句 话说 , * 属于 [91,，…:, 9;]。 反 过 来 , 若 * 属于 [91，:…*。, 9;]， 
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那么 在 + > 四 的 情形 下 ， 可 以 对 于 从 大 十 1 到 ”的 每 一 个 守 在 3 
中 选 出 一 个 ;;, 使 得 它 能 被 9; 整除 。 现 在 令 

在 + 二 有 的 情形 我 们 在 S$ 里 选任 意 一 个 *。 在 两 种 情形 sx 都 
能 被 9; 整除 , 即 sx 属于 m, 从 而 * 属于 ms. 

m 的 一 个 准 素 分 支 9; 叫做 嵌入 的 ,假如 属于 它 的 素 理 想 p; 是 
属于 m 的 另 一 素 理想 p; 的 因子 ,相反 地 ,如 果 不 是 这 种 情形 , 吏 电 
做 孤立 的 。 在 第 一 种 情形 ， 属 于 它 的 素 理想 P 也 叫做 崇 入 的 ( 且 
只 入 pb) 在 第 二 种 情形 就 叫做 孜 立 的 。 同样 ,一切 9; 的 集 的 一 个 
子 集 {94, 9qe，:……}， 或 相应 地 ,一 切 p; 的 集 的 子 集 {pc, ps 叫 
做 弧 立 的 , 假如 这 个 子 集 的 任何 p， 邦 个 证 一 个 个 属于 这 个 子 案 的 
pi 的 因子 . 

当下 一 [qq] 时 ,对 于 每 一 乘法 封闭 集 $, 都 有 一 个 由 
那些 不 含 $ 的 元 素 的 p; 所 组 成 的 孤立 子 集 {p1，。* ,pa} 与 它 相 
应 ， 这 个 子 集 是 孤立 的 ,因为 若 p; 属于 这 个 子 集 并 且 是 p; 的 一 个 
因子 ,那么 p; 也 属于 这 个 子 集 。 于 是 属于 mm …， pb; 的 准 素 理想 

1 "…*， qz 的 交 就 是 孤立 分 支 m,， 

如 采 选 出 一 个 孤立 的 P， 并 且 选 取 。 中 不 能 被 p; 整除 的 元 素 
所 成 的 集 作 为 8 ， 那 么 就 得 到 一 个 重要 的 特殊 情形 。 除 去 不 感 兴 
趣 的 情形 m 一 5 外 ,这 个 集 是 非 空 的 。 其 他 每 一 p 都 含有 一 个 不 
能 被 p; 整除 的 元 素 , 从 而 含有 $ 的 一 个 元 素 ， 于 是 由 (2) 得 

一 q,. 

现在 ms 由 m 及 5S， WA m 及 pi; 唯一 确定 ， 另 一 方面 ， 狐 立 
的 pi 由 m 唯一 确定 。 于 是 得 : 

(1) 中 的 孤立 准 素 分 支 是 唯一 确定 的 ， 

习题 。 1. 用 同 祥 的 方法 证 明 第 二 唯一 性 定理 : 理想 m 的 一 个 准 素 分 
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支 的 孤立 集 的 交 [qs， 9s，***] 由 所 属 的 素 理想 ps， Pps，**… 的 给 出 而 唯一 确 
定 ， 

符号 需 ， 在 $ 108 我 们 已 经 看 到 , 一 个 素 理 想 p 的 暴 p' 不 一 
定 是 准 索 的 。 将 六 表示 成 准 素 分 支 的 交 : 

pb’ = [q, .**, qs], 

那么 属于 这 些 准 素 分 支 的 素 理想 hh， …, p; 都 是 m 的 因子 ， 从 而 
也 都 是 p 的 因子 。 作出 积 上 .…p,， 于 是 这 个 积 的 一 个 寡 可 以 被 一 
切 9;, 从 而 被 PP", 从 而 被 5 整除。 所 以 因子 之 一 , 例如 六 ,必须 能 
被? 整除 ， 另 一 方面 , p: 是 p 的 一 个 因子 ,所 以 pm 一， 

其 余 的 pi 二 1) 都 是 的 真 因子 。 由 此 得 出 ,中 是 产 的 一 
个 狼 民 崔 素 分 支 ,从 而 是 唯一 确定 的 . 9 正 是 由 5 所 确定 的 的 
孤 也 分 支 Ps, 这 里 5 是 obo 中 一 切 不 能 被 ?整除 的 元 素 的 集 . 

这 样 唯一 确定 的 py 的 属于 素 理想 p, 一 p 的 准 素 分 支 , 依照 克 
鲁 尔 的 说 污 , 叫 做 p 的 > 次 符号 紧 并 且 记 作 pm。 


$ 112. 无 公 因 子 的 理想 论 


以 下 将 假设 在 环 。 里 单位 元 存在 ， 于 是 这 个 单位 元 生成 单位 “ 

理想 o. 
o = (1). 
两 个 理想 a, b 叫做 无 公 因 子 的 ,假如 它们 除 o 外 没有 任何 公 因子 ， 
换 句 话说 ,它们 的 最 大 公 因子 是 0: 
(a, b) 一 0。 

这 就 意味 着 , o 的 每 一 元 素 可 以 被 表示 成 的 一 个 元 素 与 5 的 一 
个 元 素 的 和 . 

对 此 必要 且 只 要 单位 元 (0 的 生成 元 ) 可 以 被 表示 成 和 : 
(1) “ ] = 一 .4 十 
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(a 属于 a, 属于 b)。 于 是 我 们 有 


{ a 二 1(b), b= 0(), 
a 二 0(a), b= 1(a)., 
如 果 两 个 准 素 理想 41, 9; 无 公 因 子 ， 那么 属于 它们 的 素 理想 z 
pu Pr 更 是 如 此 (pi 与 Pp 的 每 一 公 因子 也 是 与 所 的 一 个 翁 
子 ). 反 过 来 也 成 立 ， 著 各 与 P 无 公 因 子 , 则 遇 与 中 也 无 公国 子 ， 
因为 由 


(2) 


l=p + p; 
自 乘 (p 十 o 一 1) 次 方 得 
1 一 prio™! 十 ， 。 于 ps 1s 
现在 将 2 与 o 选 得 如 此 之 大 ,使 得 pf 属于 q 且 ps 属于 9,， 那么 右 
问 的 和 里 每 一 项 或 者 属于 qi 或 者 属于 q%， 从 而 
Te 四 十 9 
如 果 两 个 理想 无 公 因子 ,那么 它们 彼此 互 素 . 
证 。 设 (a, b) 一 o, 于 是 4 二 5b = 1。 只 需 证 明 , a:b 和 %， 
阁 * 属 于 a:b, 则 xb Ca, 于 是 xb 涯 0(q), 从 而 也 有 
x(a + b&b) = 0(0): 
+*1==0(0): 
因此 >x 属于 a. : 
”命题 的 反面 不 成 立 ;例如 在 多 项 式 环 K[x, y] 里 ， 理 想 (x) 与 
(Gy) 是 彼此 互 素 的 ,然而 不 是 无 公 因 子 的 : 
(x, y) 天。 
{OW 0 
(y):(x) = (y), 
当 a 与 b 无 公 因 子 时 ， 我 们 可 以 象 数论 里 那样 来 解 联 立 同 余 
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式 。 设 给 定 两 个 同 余 式 
1(#) = 0(a), 
g(#) = 0(b). (f(x), g(x) € olx)). 
假定 每 一 个 单独 的 同 余 式 都 是 可 解 的 。 设 三 a 是 第 一 个 同 余 式 
的 一 个 解 , 5 二 8 是 第 二 个 同 余 式 的 一 个 解 ,那么 可 以 按 以 下 方法 
求 得 一 个 元 素 8, 使 得 两 个 同 余 式 都 被 解 出 : 利用 以 前 所 作 的 满 
足 方程 (1) 和 (2) 的 元 素 gs，2， 我们 作 
一 oo 十 ap 
因为 8 三 a(q) 且 二 三 64)， 所 以 二 是 所 给 的 两 个 同 余 式 的 一 个 
解 . 
两 个 无 公 因 子 的 理想 的 最 小 公信 等 于 它们 的 积 ， 
证 . 在 $ 107 里 已 经 证 明了 : 
ab ca 人 b, 
[a 站 5] . (a, b) CSC ab. 
现在 如 打 (a, b) 一 5 并且 有 单位 元 存在 ， 那 么 第 二 个 方程 可 以 简 
化 为 : 
a Nb CC ab: 
从 而 
aflb 一 abp。 
为 了 对 于 多 于 两 个 的 两 两 无 公 因 子 的 理想 也 能 叙述 这 个 定 
理 , 我 们 需要 先 讲 一 个 引 理 . 
如 果 a 与 b 和 都 没有 公园 子 , 那 么 a 与 积 be 以 及 交 b 站 也 
没有 公 因 子 . 
证 ， 由 
a+b=1, 
a 十 c 一 1 
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得 出 : 
(a 二 + 5b)(a 二 c) 二 1， 


al 十 ac 十 2 十 pc 一 1 


0 十 pc 一 1， 
这 里 性 一 ae 十 ac 十 2 仍 是 a 的 一 个 元 案由 此 推出 
(a, be) = 0， 
因而 更 有 
(a,b 门 c) 一 0， 
于 是 两 个 论断 都 被 证 明 . 


现在 设 bn。 5b。…… b, 是 两 两 无 公 因 于 的 理想 且 设 
: [b 2 bot] 一 bb 
己 被 证 明 , 那 么 : 
[bis os bs] = [by, eo, bs] Nb, 
— (bi, 7++, ba) 门 b 
-一 b,...b 
于 是 由 归纳 法 得 到 以 下 定理 : 
有 限 个 两 两 无 公 因 子 的 理想 的 最 小 公 倍 等 于 它们 的 积 ， 
前 面 关于 解 对 两 个 无 公 因子 理想 的 同 余 式 的 注 记 对 更 多 的 丙 
两 无 公 因子 的 理想 来 说 也 成 立 : 
如果 了 bh,b,,，.，, b, 是 两 两 无 公 因 子 的 理想 ,那么 由 同 余 式 


大 一 “ b,, 


z § = pi(b;) (i = 1,2, +.*, 7) 
总 可 以 确定 é. | 
证 . 用 归纳 法 。 如 果 已 经 被 确定 ,使 得 ， 
1 三 f(b;) (= 1,2,...,7 7—1), 


那么 总 可 以 由 同 余 式 
人 一 nC([b, "sg b, | )，, 
§ Ep,(b,) 
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2 
总 


定 出 ,因为 b, 与 [B,，*…*, b,j 无 公 因 子 . 

如 果 在 0 里 ,因子 链条 件 成 立 , 那 么 每 一 个 理想 可 以 被 表示 成 
两 两 无 公 因 子 的 理想 的 交 ， 而 这 些 理 想 本 身 再 不 能 被 表示 成 两 两 
无 公 因 子 的 真 因子 的 交 。 

为 了 这 个 目的 , 我 们 在 所 给 的 理想 m 的 一 个 用 准 素 理 想 的 不 
可 缩短 表示 

m= [q9, +..., 9,1 
里 , 求 出 一 切 这 样 的 准 素 理想 ,它们 与 其 中 任意 一 个 固定 的 理想 通 
过 一 串 非 两 两 无 公 因 子 的 准 索 理想 联系 着 ， 并 生 作 一 切 这 样 理想 
的 交 pb。 按 同 样 方式 由 剩 下 的 理想 中 依次 作 理想 b,,.，…, b,. 表示 
(3 ) m 一 [b，-…，5,] 
束 具 有 所 要 求 的 性 质 ， 第 一 ,对 于 任意 i 关 ,bi 与 bb 的 确 无 公 因 
于 ,因为 6; 的 分 支 与 b 的 分 支 无 公 因子 .第 二 ,不 可 能 将 ， 例 如 ， 
b, 自 表 不 成 两 个 彼此 无 公 因 子 的 真 因子 的 交 . 因为 如 果 这 样 的 一 
个 表示 存在 : 
bli=bf c= be, 
(b, ¢) 一 50， 
孝 么 每 一 个 属于 u 的 素 理想 必定 是 te 的 一 个 因子 , 从 而 也 是 8 或 
的 一 个 因子 ;现在 因为 一 切 这 样 的 素 理 想 都 与 它们 之 中 的 一 个 通 
过 一 昌 非 两 两 无 公 因 子 的 素 理 想 联系 着 ,所 以 当 其 中 之 一 能 整除 ， 
例如 b 时, 一切 这 样 的 素 理想 都 能 整除 b 而 不 能 整除 "。 然 而 属于 
这 些 素 理想 的 准 素 分 支 都 整除 be, 所 以 它们 必须 整除 5 (因为 它们 
的 案 理想 不 能 整除 。 于 是 , 交 b 也 是 85 的 一 个 因子 : 
b Sb,: 

这 瑟 b 了 是 b, 的 一 个 真 因子 的 假设 相 违 。 : 

根据 我 们 的 定理 ,代替 表示 (37 可 以 写 出 一 个 乘积 表示 : 
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m = bb .pb,， 


习题 。 1. 证 明 '' 第 三 哈 一 性 定理 ”, 这 个 定理 说 ,在 表示 (3) 里 出 现 的 具有 
所 要 求 性 质 的 理想 b，…，b, 是 唯一 确定 的 。【 试 由 第 二 唯一 性 定理 推导 这 
个 第 三 唯一 性 定理 ,] 


$ 113. 单条 理想 


仍旧 设 o 是 一 个 有 单位 元 的 Noether 环 . 

单位 理想 " 总 是 素 理想 什么 样 的 准 素 理想 可 以 属于 这 个 理 
起 ? 答案 是 : 只 有 0。 本身; 因为 如 果 9 是 一 个 属于 。 的 准 素 理 想 ， 
孝 么 1kEo 从 而 16q, 所 以 9==0. 

在 一 个 理想 a 闫 。 被 表 成 准 素 理想 的 交 的 表示 [91,:…, 9,] 
里 , 如 采 在 所 属 的 索 理 想 p; 中 有 单位 理想 出 现 ， 那么 相应 的 9; 同 
时 也 等 于 o, 从 而 它 在 这 个 交 表示 里 是 多 余 的 。 因此: 如 果 表 示 


a 一 [q1,**…*, q,] 是 不 可 缩 经 的 且 a 埃 0, 那么 单位 理想 不 在 所 属 
的 素 理 想 中 出 现 ， 
由 此 辽 刻 推出 : 


每 一 个 理想 QQ 天 0 都 至 少 有 一 个 素 理想 因子 p 关 5。 如 果 理 
想 0 不 是 准 素 的 ,那么 它 至 少 有 两 个 素 理 想 因子 天 0， 

一 个 除 "外 没有 多 于 一 个 素 理想 因子 的 理想 ， 按 照 戴 德 金 的 
说 法 ,叫做 章 素 的 。 根 据 上 面 的 定理 ,每 一 个 单 素 理想 9 都 是 准 素 
的 。 青 者 ,属于 它 的 素 理想 p 是 极 大 的 〈 或 称 无 因子 的 )， 因 为 如 
朵 a 天 "5 是 ?的 一 个 真 因子 ,那么 % 将 有 一 个 素 因 子 p 关 o,p 是 
4 的 真 因 了 于 ,从 而 9 将 有 两 个 互 不 相同 且 异 于 。 的 素 理想 因子 p 与 
p , 这 与 9 的 单 素 性 的 假定 相 违 . 

我 们 有 
(1) z : pr 尘 0(q)。 
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如 果 p 是 极 大 的 ,那么 反 过 来 由 关系 (1) 推 出 9 的 单 素 性 。 因 
为 若 刀 是 9 的 任意 一 个 素 理想 因子 ,那么 由 (1) 得 
p? 三 0(p )， 
从 而 
天 0(p)， 
于 是 或 者 p 一 p 或 者 p = o; 所 以 9 除 p 与 。 外 没有 其 他 素 理想 
因子 . 
这 样 一 来 ,下 列 概念 相互 等 价 : 
1. 单 素 理想 ， 
2. 属于 一 个 极 大 素 理 想 p 的 准 素 理想 ， 
3. 一 个 极 大 素 理想 p 的 帘 pe 的 因子 . 
再 痢 我 们 有 : 


如 果 理想 四 有 一 个 路 立 单 素 准 率 分 支 9 属于 它 的 素 理想 是 


p, 指数 是 p, 那么 对 于 每 一 整数 og 渤 p: 


(2) 9 = (m, p’). 
证 。 由 

m 一 0(9) 
与 

p 二 0(9) 
得 : 
(3) (m, p”) = 0(9)., 
为 一 方面 , 设 


i = [qa, qdQ2s“*°*, qs] 
是 m 的 一 个 由 准 素 分 支 的 表示 。 理想 (m，pc) 是 单 素 的 ,因而 是 准 
素 的 ; 属于 它 的 素 理 想 是 bp，。 积 qq… .9 能 被 Gm, pc) 整除; 然而 9， 
……， 9 郊 不 能 饿 p 整除 ,因为 9 已 经 被 假定 是 孤立 的 ;所 以 9 必定 
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能 被 (m, yr) 整除 ， 
(4) q 三 0(m, p"). 
由 (3) 与 (4) 即 得 (2)， 

推论 ， 对 于 过 p, 我 们 有 

p” 二 0(9) 三 0(m, po) ， 

从 而 
(5) 各 三 0(Cm， p+1), 

对 于 o 二 po 来 说 ,关系 (5) 不 再 成 立 ， 因 为 如 果 对 于 o < o， 

p 三 0(m, p+!), 
那么 通过 乘 以 pr 中 ! 我 们 将 得 到 
ho“ 三 0(mp pb) = 0(m, 9) = 0(9), 

这 与 指数 o 的 定义 相 违 ， 

因此 , 9 的 指数 P 是 使 得 (5) 成 立 的 最 小 数 ， 

存在 上 基 有 单位 元 的 整 环 o, 在 其 中 《因子 链条 件 成 立 且 ) 每 一 . 
个 寞 于 零 理 想 的 素 理 想 都 是 极 大 的 ， 主 理想 环 ( 参 看 $ 22) 以 及 稍 
后 将 定义 的 数 域 或 函数 域内 的 某 些 “ 序 模 ” 都 是 这 样 的 例子 ; 环 
C [V 一 3] 就 是 一 个 典型 的 例子 ， 这 样 的 环 的 理想 理论 特别 简单 ， 
首先 , 除 零 理想 外 一 切 准 素 理想 都 是 单 素 的 ， 其 次 ,每 两 个 互 不 相 
同 且 寞 于 (0) 的 素 理想 都 是 无 公 因 子 的 ， 由 此 推出 ,每 两 个 属于 互 
不 相同 且 腊 于 (0) 的 素 理想 的 准 素 理想 也 是 无 公 因 子 的 ， 最 后 ,一 
个 理想 的 一 切 准 素 分 支 都 是 弧 立 的 从 而 是 唯一 确定 的 ， 于 是， 每 
一 个 开 于 替 的 理想 都 可 以 唯一 地 敲 表 示 成 无 公 因 子 的 单 素 准 素 理 
想 的 交 。 根 据 $ 112, 这 个 交 也 等 于 积 . 

a 一 [9q，………， 中 ] 一 q9……q。 

在 主 理想 环 里 , 这 些 准 素 理想 9; 都 是 素 理想 需 ， 至 于 在 一 般 

”玉里 是 否 也 有 这 一 情形 ， 则 依赖 于 一 个 条 件 ,我们 以 后 还 要 讨论 ， 
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就 是 整 闭 性 条 件 ， 
$114. 商 环 


在 $ 16 里 我 们 已 经 对 于 每 一 个 无 零 因子 的 交换 环 作出 商 域 . 
这 种 作法 可 以 直接 推移 到 有 和 零 因子 的 交换 环 上 去 ， 只 要 在 这 个 环 
里 有 非 零 因 子 ( 即 不 是 零 因 子 的 元 素 ) 存 在 ， 这 有 时 我 们 可 以 只 取 非 
委 因 子 作为 分 母 , 作 一 切 商 a/2 的 环 ,这 里 “遍历 一 切 环 元 素 而 6 
遍历 一 切 非 零 因子 . 

我 们 还 可 以 对 分 母 更 加 以 限制 ， 设 在 交换 环 尺 里 ， 一 个 由 非 
雪 因 子 所 成 的 非 空 集 被 给 定 , 它 在 含有 每 两 个 元 素 * 与 上 的 间 时 ， 
也 含有 它们 的 积 st。 于 是 商 a/s (a 取 自 R, * 取 自 5) 作 成 RR 的 一 
个 扩 环 ， 商 环 R' 一 全， 这 个 概念 是 HH. 格雷 尔 《Grell) 提出 的 
(Math, Ann., 97, 449). | 

设 R' 是 尺 的 任意 一 个 交换 扩 环 ,那么 R 的 每 一 理想 a 在 R' 里 
生成 一 个 理想 a'; a 在 R' 内 的 扩 理 想 . 反 过 来 , R 与 R' 的 一 个 理 
想 ¢ 的 交 总 是 R 的 一 个 理想 : ‘在 R 内 的 局 限 理想 ， 局 限 理 想 
c 间 R 也 叫做 在 尺 里 的 特 记 理 想 ( 相 对 于 R' 的 ). : 

关于 扩 理 想 与 局 限 理想 概念 的 一 般 研 究 可 以 在 所 提 到 的 H. 
格雷 尔 的 工作 中 找到 .在 这 里 我 们 将 只 讨论 商 环 的 情形 、 其 中 关 
系 极为 简单 

如 东 a 是 尺 的 一 个 理想 ,那么 在 商 环 R' 里 扩 理 想 a' 由 一 切 商 
a/s (a 属于 a,s 属于 5) 所 组 成 。 由 这 个 a' 作 局 限 理想 % mn R, 那 
么 就 恰好 得 到 在 $ 111 里 所 定义 的 5 -分 支 ae， 就 是 一 切 这 样 的 
* 的 全 体 , 对 于 5S 里 的 一 个 :;, sx 属于 a. 

反 过 来 ,从 商 环 R' 的 任意 一 个 理想 a 由 发 看 作 局 限 理想 

a=a fAR, 
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那么 a 的 扩 理 想 仍 是 m 和 。 这 个 扩 理 想 与 的 交 就 是 a, 从 而 在 这 
时 as 一 a。 反 过 来 ,如 果 as 一 a, 那么 a 是 一 个 局 限 理 想 , 就 是 它 
的 扩 理 想 w 的 局 限 理想 。 于 是 在 R 里 的 特 记 理想 a 由 性 质 as 一 a 
所 刻 划 。 

由 以 上 所 述 立 刻 推出 ,在 R' 的 理想 a' 与 尺 里 的 特 记 理 想 a 之 
间 存 在 着 如 下 的 一 个 一 对 一 的 关系 : “是 w% 的 局 限 理 想 而 a 是 a 
的 扩 理 想 。 因 此 交 q ne 显然 与 交 anre 对 应 . 

如 果 在 玉里 对 于 理想 的 因子 链条 件 成 立 ， 那 么 这 个 条 件 特别 


对 于 特 记 理想 成 立 , 从 而 也 对 于 R' 的 理想 成 立 ， 在 一 个 交 表示 
(1) a = [qq9] 
里 ,如 此 排列 这 些 9 的 次 序 使 得 只 有 qt ……，q (或 者 属于 它们 
素 理想 mt .…，p) 含有 5 的 元 索 , 那 么 经 过 扩张 ,这 些 理想 都 变 
为 R' 的 单位 理想 ,于 是 就 象 在 $ 111 里 那样 我 们 得 到 
(2) as 一 1q… 95] 

在 《2) 式 右 端 出 现 的 q 具有 性 质 q% = q; 从 而 是 特 记 的 。 同 
样 as 也 是 特 记 的 。 根据 特 记 理想 与 它们 的 扩 理 想 之 间 的 一 一 对 
应 ,我 们 由 (1) 得 到 对 于 扩 理 想 的 表示 
(3) a 一 [qi 92]。 

比较 (1) 与 (3), 我 们 看 出 ,从 RR 过 渡 到 R' 时 ,理想 将 会 变 少 ， 
一 切 含有 5 的 元 素 的 理想 的 扩 理 想 , 特别 是 准 素 理 想 qh +……, q， 
的 扩 理 想 都 是 单位 理想 。 只 有 特 记 理想 ae( 具 有 性 质 as 一 9) 经 过 
扩张 后 在 这 样 的 意义 之 下 保持 不 受 损失 , 就 是 由 a 出 发 作 局 限 理 
想 a' 几 R 又 可 以 返回 来 得 到 原来 的 理想 a 一 a， 

习题 . 1. 如 果 9 是 准 素 理想 而 p 是 属于 它 的 素 理 想 , 那么 在 商 环 R 里 


扩 理 四 9 也 是 准 素 的 并 且 扩 理想 p 是 属于 9 的 素 理 起。 
2- 设 在 一 个 任意 还 R 里 , q 是 属于 素 理想 # 的 一 个 准 素 理 想 , 那么 在 
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R' 的 任意 子 环 R 里 ,局 限 理想 9 = q n R 是 准 素 的 且 属 于 素 理想 p=p MnR， 

广义 商 环 . 设 5 是 RR 的 一 个 乘法 封闭 集 ， 它 含有 零 因 子 但 是 
不 含有 霉 。 于 是 可 以 依照 吹 瓦 利 《(Chevalley) 的 办 法 如 此 定义 一 个 
广义 商 环 ， 设 n= 二 (0)s 是 R 里 零 理 想 的 3 -分 文 。 我 们 首先 作 
同 余 类 环 R* 一 R/n。5 的 元 素 模 m 的 同 余 类 作成 R* 里 的 一 个 乘 
法 封闭 集 5*, 它 不 再 含有 零 因子 . 于 是 可 以 作 普 通商 环 R 一 
R*/S*。 这 个 环 帅 做 由 R 与 5S 所 成 的 广义 育 环 。 它 的 性 质 与 普通 
商 环 类 似 。R 的 一 个 理想 a 的 扩 理 想 将 被 这 样 作 出 ， 首 先 在 同 态 
R 一 R* 之 下 得 出 a 的 象 a*, 然后 作 a* 在 R' 里 所 生成 的 理想 . 类 
似 地 ，R 的 一 个 理想 * 的 局 限 理想 这 样 作 出 ， 首 先 作 与 R” 的 
交 然 后 作 这 样 元 过 的 集 ,它们 模 n 的 同 余 类 属于 这 个 交 

至 丁 进 - 一 步 的 讨论 可 以 看 D.。 G,。 Northcott，Ideal Theory， 
Cambridge Tracts in Math,, 42, §2.7. 


$ 115. 一 个 理想 一 切 项 的 交 


以 下 我 们 总 是 假定 " 是 一 个 有 单位 元 的 诺 特 环 。 这 个 环 叫 做 
零 准 素 的 ,如 果 堆 理想 是 准 素 的 ， 换 一 句 话 ， 如 果 由 2 = 二 0 就 有 
a 二 0 或 b= 0 

W. 克 鲁 尔 在 他 的 基本 工作 里 "指出 ,在 一 个 零 准 素 环 "里 , 因 
而 特别 在 一 个 整 环 里 ， 一 个 异 于 零 的 理想 a 的 一 切 寡 的 交 是 零 理 
想 。 对 于 一 个 过 理想 p 关 5 来 说 ,甚至 于 它 的 一 切 符号 寡 po 的 交 
也 古 稚 理想 。 由 这 些 定 理 也 可 以 得 到 关于 任意 环 的 结果 。 这 个 研 
究 的 主要 思想 将 在 这 里 表现 出 来 . . 

定理 1. 设 a 与 是 一 个 零 准 素 环 9 的 理想 , 且 


1) W. Krull, Primidealketten in allgemeinen Ringbereichen, $5.—B. Heidel- 
berger Akad., 1 (1328) Abh. 
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(1) z DC nb， 
那么 或 者 a 一 0 或 者 了 二 (0)， 

证 。 设 了 = (di,，…, d,)， 于 是 由 (1) 得 
(2) qd; — 5 andi. 

”人 象 通常 那样 令 56 = 0 对 于 i 产 且 6;; 一 1, 于 是 (2) 也 可 以 
写成 
(3) z 2) (01 一 adk = 0, 

这 个 线性 方程 组 的 行列 式 是 
一 1 一 4， 
这 里 4 属于 理想 a。 将 方程 (3) 和 以 行列 式 D 的 第 列 的 代数 余 
子 式 , 并 且 相 加 ,我 们 得 到 / 
Dd; 一 0， 
从 而 对 于 理想 b 的 每 一 元 素 4， 
(1 — a)d = Dd = 0. 

由 此 推出 :或 者 (1 一 a)" 一 0; 或 者 , 当 1 一 4 的 任何 宫 都 不 
等 于 零 时 ,4 一 0 对 于 里 的 一 切 4 成立， 在 第 一 种 情形 我 们 有 
1 二 0(a), 从 而 a 一 o， 在 第 二 种 情形 将 有 ?二 (0)。 

定理 2. 设 5 是 一 个 替 准 素 环 且 Qa 天 0， 那么 a 的 一 切 幕 的 交 
是 零 理 想 : 

(4) 一 [aa .] 一 (0)， 

证 。 首先 应 该 证 明 bSab、 为 此 将 史 表示 成 准 素 理想 的 交 : 

mb 一 1q，，………，9q]. 

对 于 每 一 i, ab 能 被 9 整除 ， 因 此 或 者 "或 者 某 一 宕 a 能 被 
9; 整除 。 然而 b 可 以 被 每 一 窜 a" 整除 。 因此 在 两 种 情形 都 有 
5Cq9:， 这 个 关系 对 一 切 i 成 并 ,所 以 

b 一 0b。 
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因此 ,根据 定理 1 得 b= 二 (0). 

对 于 素 理想 p 也 o 来 说 ,还 有 较 强 的 定理 : 

定理 3. 在 一 个 零 准 素 环 里 。 一 个 异 于 的 素 理想 p 的 一 切 符 
号 圭 po” 的 交 是 零 理 想 : 
(5) [p, p22, pV 一 《0)， 

证 。 设 5 是 bo 中 不 能 被 1p 整除 的 元 素 的 全 体 ， 我 们 作 商 环 
0;， 令 ?在 os 内 的 扩 理 想 是 书 。 产 的 扩 理 想 显 然 是 息 .。 然 而 我 
的 局 限 理 想 则 是 

《ps = pp", 

一 切 pm 的 交 等 于 一 切 多 与 0 的 交 ， 根 据 定理 2， _ VP" 的 
区 是 堆 理 想 。 因 此 一 切 po 的 交 是 零 理 想 ， 

定理 1 与 2 可 以 推广 到 在 本 章 所 考 碰 那样 的 任意 环 上 去 ， 设 
S 是 一 切 元 素 ;一 1 一 4 的 集 ， 此 处 4 遍历 理想 a。 集 5 是 乘法 
封闭 的 , 从 而 可 以 定义 零 理 想 的 5- 分 支 (0); 为 这 样 * 的 集 ， 对 于 
每 一 x, 方程 : 

(1 — a)x 一 0， 4 属于 a， 

成 立 ， 现 在 有 

定理 la. 若 bS ob, 则 bS(0)，， 

定理 2a a 的 一 切 和 者 的 交 是 (0)s。 


定理 1a 的 证 明 直 到 方程 
(1— a)d=0 
的 得 出 都 和 定理 1 的 证 明 完 全 一 样 ， 
由 这 个 方程 立刻 推出 


Lo, 0 ， … CG (0);s; 
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可 以 同 定理 2 完全 一 样 来 证 有 明 . 万 一 半 
(0)s S [aa |] 
是 容易 证 明 的 . 设 * 属于 《0)s, 那么 
(1 — a)x=0 
从 而 x 一 ax, 因此 
T= AX AX aX 

这 样 ,* 可 以 被 4 的 任意 者 整除 ， 

将 定理 1 及 2 应 用 到 关于 一 个 谁 素 理想 4 的 同 余 关 环 oa 上 ， 
于 是 得 到 : 

定理 1b. 若 9 是 一 个 准 素 理想 而 
(6) b = 0 (qb, q), 
那么 或 者 (a, 9) 二 0 或 者 b 了 二 0(9)， 

定理 2b. 如 果 " 的 一 人 元素 y 对 于 一 切 自 然 数 2 来 说 ， 满 足 
同 余 式 
(7) y 三 0 (a*, 9), 
那么 或 者 (a, 9) 二 0 或 者 y 到 0(9)，。 

习题 . 1. 在 一 个 有 单位 元 的 诺 特 环 5 里 ， 一 个 素 理 想 p50 的 一 切 符 
写 具 的 交 等 于 (0)s. 


2. 当 取 一 个 任意 理想 mm 来 代替 准 素 理 想 q9 时 ， 定理 1b 写 2b 应 该 垮 样 
表述 ? [将 定理 1a 与 2a 应 用 到 同 余 类 环 o/m 上 .] 


8 116. 理想 的 长 度 、 诺 特 环 中 的 素 理想 链 


定理 1 及 定理 2《($ 115) 以 及 它们 的 变形 在 上 述 的 克 和 鲁 尔 的 
工作 里 同时 被 用 来 导出 关于 素 理 想 链 
Pp -人 p> DE 
中 断 的 定理 。 在 表述 这 个 定理 之 前 ， 我 们 首先 需要 说 明 关 于 一 个 


ea 490 。 


准 素 理想 的 长 度 的 概念 . 

设 9 是 在 一 个 诺 特 环 。 中 属于 素 理 想 p 的 一 个 准 素 理想 ， 属 
于 同一 素 理想 p, 末 项 为 9 的 一 个 准 素 理想 序列 : 

9 了 中 卫 …: 闪 中 一 9 

叫做 关于 准 素 理想 9 的 一 个 真正 规 列 。 这 个 “ 真 ” 字 需要 和 加 以 说 
明 ， 就 是 每 一 个 后 面 的 理想 都 是 前 一 个 的 真 倍 理想 的 意思 ， 数 / 
叫做 这 个 正规 列 的 长 度 ， 如 果 这 个 序列 不 能 再 通过 插 人 另外 一 些 
准 委 理想 而 被 加 细 时 ， 那 么 就 称 这 个 序列 为 关于 准 素 理想 9 的 一 
个 合成 列 ， 

我 们 要 证 有 明 ， 每 个 关于 准 素 理 想 9 的 真正 规 列 可 以 加 细 成 为 
一 个 合成 列 ， 并 且 所 有 合成 列 具 有 相同 的 长 度 .， 这 个 长 度 称 为 准 
素 理 想 9 的 长 度 ， 

在 证 明 时 ， 我 们 可 以 只 限于 9 是 零 理 想 的 情形 。 一般 情 形 可 
以 通过 对 9 作 同 佘 类 环 而 归 到 这 一 情形 。 在 这 个 同 余 类 环 里 ,一 
切 准 素 理 想 都 是 零 理 想 9 的 因子 ,从 而 一 切 素 理想 都 是 b 的 因子 . 

, 令 5 是 ob 中 一 切 不 能 被 p 整除 的 元 素 的 集 ， 通 过 向 商 环 o' = 

0/S 过 渡 , 这 时 情况 将 更 为 简单 。 在 由 0 向 0 的 扩张 之 下 ,pb 的 一 
切 真 因子 生成 单位 理想 " ,只 有 ?生成 一 个 异 于 " 的 案 理 想 p', 内 
为 5 的 每 一 个 素 理 想 都 是 。 的 一 个 素 理想 (就 是 它 的 局 限 理 想 ) 的 
入 理想 ， 因 此 在 " 里 除 " 本 身 之 外 只 存在 唯一 的 一 个 素 理 想 p， 
因此 在 一 个 理想 m 去 o 的 交 表 示 里 只 能 有 了 唯一 的 准 案 理 想 ( 属 于 
案 理 想 ?出 现 ,这 就 是 说 : 

在 0 里 , 除 9 本 身 外 ,每 一 个 理想 都 是 属于 素 理 想 jy 的 准 率 
理想 . 

从 现在 起 可 以 将 " 与 六 仍旧 叫做 与 我 们 把 o 看 成 以 o 
本 喘 为 算 子 集 的 带 算 子 的 群 (参看 第 6 章 )。 可 许 子 群 就 是 的 理 
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想 ， 即 。 本 身 以 及 属于 素 理想 p 的 准 素 理想 . 在 群 论 意义 下 一 个 
真正 规 群 列 

0DqD YD Dgq= (0), 
当 略 去 首 项 。 时 ,就 给 出 一 个 关于 理想 q, 一 (0) 的 真正 规 列 . 

在 第 六 章 里 已 经 证 明 : 如 果 在 一 个 带 算 子 群 里 存在 一 个 合成 
列 ,那么 每 一 个 真正 规 群 列 都 可 以 加 细 到 一 个 合成 列 ,并 且 一 切合 
成 列 都 具有 相同 的 长 度 1。 因此 我 们 只 要 证 明 ， 在 。 里 合成 列 存 
在 . 

为 了 这 个 目的 ,我 们 作 正 规 列 

PDOPFD .Dp = (0). 

我 们 可 以 把 pt/ptt! 看 成 以 o/p 为 算 子 集 的 向 量 空间 ， 因 为 p 
是 极 大 的 ,所 以 o/p 是 一 个 域 ， 由 于 KK 有 一 个 有 限 理想 基 ， 所 以 
这 个 向 量 空间 是 有 限 维 的 ;因此 存在 一 个 从 六 到 mt 的 有 限 合 成 
列 。 我 们 把 这 些 合 成 列 对 于 一 1, 2,.…, p 一 1 依次 排列 ， 就 
得 到 一 个 从 p 到 (0) 的 合成 列 , 于 是 定理 完全 被 证 明 . 

克 鲁 尔 关于 准 素 理想 链 的 定理 完全 基于 以 下 的 

主 理想 定理 . 设 (5) 闫 0。 是 一 个 主 理想 又 pb 是 一 个 属于 (8) 
的 了 缴 立 素 理想 ,那么 每 一 个 真 素 理想 链 

hp 了 本 
在 入 已 经 终止 ， 

证 . 假定 存在 一 个 链 
(1) pO Dp,, 

通过 作 mod p 的 同 余 类 可 以 使 p, 变 成 零 理想 ， 由 此 将 推出 ， 
这 个 环 没 有 零 因 子 ， 现 在 向 商 环 o/s 过 渡 , 此 处 8 是 。 中 不 能 被 
整除 的 元 素 的 集 , 于 是 一 切 不 能 被 p 整除 的 理想 变 为 单位 理想 ,而 
链 (1) 里 被 p 整除 的 理想 仍旧 不 相同 ,并 且 是 素 的 。 这 个 商 环 ， 仍 
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记 作 。， 有 单位 元 并 且 没 有 零 因子 . 因为 一 切 属于 (6) 的 素 理想 除 
p 以 外 都 变 为 单位 理想 , 所 以 (6 现在 变 成 一 个 属于 素 理 想 p 的 准 
素 理 想 .。 同样 ,(2) 的 一 切 因子 除 。 以 外 不 再 是 属于 素 理 想 ?的 准 
素 理 想 。 通 过 向 商 环 过 渡 ,。o 的 理想 理论 将 大 为 简化 ,使 得 以 下 的 
证 明 非 常 容易 . 
我 们 仍旧 以 pi? 表 示 记 的 > 次 符号 寡 。 链 
(pi 8) 二 (pi 5) 二 
里 的 理想 都 是 2 的 因子 ,从 而 根据 上 面 的 讨论 ,它们 都 是 属于 索 理 
想 p 的 准 率 理 想 。 在 这 个 链 里 不 相 周 的 理想 的 个 数 不 能 大 于 准 素 
理想 (&) 的 长 度 , 因 此 从 某 一 固定 的 位 置 起 ,这 个 链 的 一 切 理想 都 
相等 : 
(pi?, 6) 一 《PT 5) = +... 
现在 设 i 之 s。 我 们 首先 证 有 盟 
(2) pi CS (Bp pI”tD), 
令 * 是 pi” 的 一 个 元 素 。 于 是 有 
x € (pb) = Cpl"tD, 5), 
因此 
t= y+ br, yEm"D, 
从 而 
br = x — y= 0(p™). 
现在 根据 定义 , bz” 是 准 素 的 且 2 不 能 被 属于 wo) 的 素 理 想 
p 整除 ,因此 + 必定 能 被 rm) 整除。 由 此 得 
x 一》 十 pr = 0(pi"tD, pp )， 
从 而 (2) 被 证 明 ， 
根据 定理 lb ($ 115), 由 (2) 推 出 
pi CS pi”tD, 
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于 是 ho) 一 HtD 对 于 一 切 mp 之 s, 这 就 是 说 ， 
(3) bp -一 Pd > pt 一 

环 ，。 没 有 零 因子 。 于 是 根据 定理 3 (§ 115), hi 的 符号 医 的 交 
是 零 理想 ， 因 此 由 (3) 得 
(4) pe = (0). 

然而 pi 是 属于 素 理想 p 的 一 个 准 素 理 想 ,而 (0) 是 素 理 想 
p， 这 就 导致 矛盾 ， 因 此 不 可 能 有 形 如 (1) 的 链 . 

反复 应 用 这 个 主 理想 定理 , 克 鲁 尔 证 明了 以 下 的 推广 : 

若 p 是 一 个 属于 Mm 二 (如,，"……, bi) 的 孤立 素 理 想 且 轴 码 0, 那 
么 每 一 个 真 素 理 想 链 
(5) POPDPD 
也 迟 在 入 处 终止 ， 

这 个 定理 特别 当 

nm 一 9 一 《人 5， ，p) 

是 一 个 准 素 理想 而 ?是 属于 它 的 素 理 想 时 成 立 ， 因 为 每 一 个 理想 
都 具有 一 个 有 限 基 ,于 是 得 到 : 

每 一 个 真 素 理想 链 (5) 在 有 限 步 后 必定 终 

关于 这 个 结果 的 证 明 以 及 它 对 于 局 部 环 理论 的 应 用 可 以 在 
Northcort，Ideal Theory 一 节 中 找到 . 
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第 十 四 章 ”多 项 式 理想 论 


在 这 一 章 里 ,我 们 将 把 一 般 理想 论 应 用 到 多 项 式 环 。 二 [x， 
一 章 至 第 五 章 以 及 第 八 章 是 已 知 的 ， 


$117. 代数 洲 形 


设 8 是 基 域 KK 的 一 个 任意 扩 域 。，&@ 的 一 个 地 元 序列 后， 
叫做 仿 射 空间 4,《8) 的 一 个 点 5。 点 5 加 做 o=K[xi,……,x;】 
的 多 项 式 二 的 一 个 零点 ,如 果 (8&1,，，…., 8&4) 一 0. 

上 所谓 4,《8) 内 的 一 个 代数 流 形 M , 或 者 简称 流 形 M , 指 的 是 
有 限 个 多 项 式 和 ，………, 大 的 公共 零点 的 集 , 因 而 也 就 是 方程 

fi(8) = 0,.…., f(E)=0 
的 一 切 解 的 集 . 

由 多 项 式 有 ，……, f, 作 理想 a 二 (有,，，…, 1,), 我 们 看 到 ，f， 

的 一 切 公 共 震 点 是 理想 a 的 一 切 多 项 式 
f=ghit:… + gf, 

的 零点 ， 因 此 MM 也 可 以 看 成 这 个 理想 的 一 切 多 项 式 的 公共 零点 的 
集 , 或 者 也 说 ,是 理想 a 的 零点 的 集 . 根据 希 尔 伯 特 基 定 理 ($ 106)， 
a 具有 一 个 有 限 基 ， 因 此 我 们 有 : 一 个 代数 流 形 M 由 o 二 KK[x， 
Xaj 的 一 个 理想 a 在 4,(Q) 内 的 零点 所 组 成 。 我 们 称 M 为 理 
想 0 的 流 形 ( 或 理想 a 的 零点 流 形 )， 

9 的 一 个 因 于 , 即 一 个 含 a 的 理想 确定 M 的 一 个 子 流 形 。 然 


ss 495 。 


而 也 有 可 能 不 同 的 理想 确定 同一 个 流 形 M。 在 一 切 这 样 的 理想 
中 有 一 个 特殊 的 理想 ,就 是 在 村 的 所 有 点 取 值 零 的 一 切 多 项 式 的 
案 ， 这 个 集 自然 是 一 个 理想 m， 称 m 为 属于 M 的 理想 。 m 的 流 
形 仍 是 M, 因此 MM 由 mm 唯一 确定 ( 反 过 来 m 也 由 M 唯一 确定 》 

在 环 0 一 KK[xi,:…, x%] 里 ,因子 链条 件 成 立 , 因而 极 大 条 件 
也 成 立 ($ 106)， 由 此 得 出 

对 于 流 形 的 极 小 原理 . 在 短 一 个 由 流 形 放 所 成 的 非 空 集中 ， 
疗 在 一 个 极 小 流 形 M*, 就 是 这 样 的 一 个 流 形 , 它 不 包含 这 个 集 的 
其 它 的 流 形 。 

证 。 每 一 个 流 形 M 都 有 一 个 属于 它 的 理想 m, 并 且 对 于 不 同 
的 流 形 M ,属于 它们 的 理想 m 也 不 同 。 在 这 些 理想 mm 的 集 里 存在 
一 个 极 大 理想 mn*, 它 属于 一 个 流 形 M*， 这 个 M* 就 是 这 个 集 内 的 
一 个 极 小 流 形 . 

如 采 一 个 多 项 式 f 在 一 个 流 形 必 的 一 切 点 处 都 取 值 惟 、 那 么 
就 说 , 包含 M (因为 这 时 /= 0 的 流 形 包含 流 形 M)，、 于 是 属于 
对 的 理想 mm 由 一 切 包 含 M 的 多 项 式 所 组 成 . 

两 个 流 形 1N 与 六 的 交 M NN 仍 是 一 个 流 形 。 如 果 M 由 ma 一 
《j 5 ……, 大 ) 的 零点 所 组 成 而 N 由 5 一 ‘a …，, 1) 的 零点 所 组 
成 ,那么 M nm N 由 理想 

(a, Bb) = (fh, 1, fi, gi go) 
的 零点 所 组 成 . 

并 MVN 也 是 一 个 流 形 . 它 是 由 交 an (或 者 也 由 积 @ . 5) 
所 确定 的 。 首先 ， 这 个 并 里 的 每 一 点 或 党 是 a 的 一 切 多 项 式 的 堆 
点 ,或 者 是 5 的 一 切 多 项 式 的 零点 ， 从 而 在 每 一 种 情形 都 是 am 8 
的 一 切 多 项 式 的 零点 《特别 是 a .5 的 一 切 多 项 式 的 零点 ) 然而 
奉 一 个 点 专 不 属于 并 M VN, 那么 在 a 里 有 一 个 多 项 式 f, 同时 在 
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b 里 有 一 个 多 项 式 g, 它们 在 点 的 值 不 为 零 ;这 时 属于 a mn 5( 或 
na. b) 的 多 项 式 fg 在 点 $ 的 值 不 为 零 ,从 而 5 不 是 a 站 b (或 a :6b) 
的 零点 .因此 amnb( 同 时 a 0) 的 夫 点 是 M VN 的 点 并 且 只 能 是 
M VN 的 点 . 

正 天 在 代数 几何 里 通常 所 作 的 那样 ， 从 现在 起 我 们 将 只 限于 
考虑 非 空 的 流 形 ， 

如 末 一 个 流 形 妆 能 表示 成 两 个 ( 非 空 ) 真 子 流 形 的 并 ， 那 么 就 
称 它 为 复合 的 或 可 约 的 。 如 果 这 两 个 子 流 形 可 以 通过 系数 取 自 同 
一 基 域 人 的 方程 来 定义 ,那么 就 说 ,M 在 基 域 长 上 是 可 约 的 。 一 
个 非 可 约 流 形 电 做 不 可 约 的 或 不 可 分 解 的 (在 基 域 KK 上). 

判定 标准 .一 个 流 形 村 在 K 上 不 可 约 , 当 且 仅 当 属于 人 的 理 
想 是 一 个 素 理想 , 即 由 "jg 包含 M? 可 得 了 或 8 包含 M. 

证 。 首先 设 M 可 约 : M 一 MiVM;, 此 处 Mi 与 M; 都 是 MM 
的 真子 流 形 。 在 属于 Mi 的 理想 中 存在 一 个 多 项 式 1, 它 不 包含 
M ,否则 将 有 Mi 过 M。 同 理 , 在 属于 M; 的 理想 中 存在 一 个 多 项 
式 g, 写 也 不 包含 M、 积 友 包 含 M;, 及 型 ,因而 包含 M。 因此 
属于 M 的 理想 是 非 素 的 . 

其 次 设 M 不 可 约 。 现 在 如 果 fg 是 一 个 积 , 它 包 含 M 而 1 与 8 
元 不 包含 M, 那么 可 以 把 M 表示 成 两 个 真子 流 形 M, 或 M; 的 并 ， 
它们 可 以 如 下 定义 : Mi 是 由 M 的 一 切 满足 方程 1 = 0 的 点 所 组 
成 的 而 M: 是 由 对 的 一 切 满足 方程 8 = 0 的 点 所 组 成 的 ， 于 是 M 
的 每 一 后 $5 或 者 属于 M; 或 者 属于 M,, 因为 由 js)g() 一 0 就 
有 1(8) 二 0 或 g(8) = 0。 然 而 这 瑟 M 个 可 约 的 假设 相 违 

于 是 我 们 证 明了 : 

如 采 一 个 不 可 约 流 形 用 被 包含 在 两 个 流 形 Mi 与 M， 的 并 里 ， 
那么 M 或 者 被 包含 在 Mi 里 或 者 被 和 包含 在 M， 里 
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当 M 被 包含 在 M,,，.……，M, 的 并 里 时 ,相应 的 论断 也 成 立 . 

分 解 定理 ”每 一 个 在 疏 上 定义 的 流 形 M 部 可 以 表示 成 有 限 
个 在 民 上 不 可 的 流 形 的 并 。 

证 。 假设 存在 着 某 些 流 形 M ，, 它们 都 不 能 表示 成 不 可 约 流 
形 的 并 ,那么 在 这 样 的 流 形 必 的 集中 , 存在 一 个 极 小 流 形 M*。 这 
个 诺 形 一 定 是 可 约 的 ,因而 可 以 表示 成 两 个 真子 流 形 Mi: 与 ,的 
并 。 由 于 M* 的 极 小 性 ，M, 与 M ;都 可 以 表示 成 不 可 约 流 形 的 
并 ,从 而 M” 也 可 以 表 成 不 可 约 流 形 的 并 ,这 与 假设 矛盾 ，。 这 就 证 
明了 分 解 定理 . 


我 们 可 以 从 分 解 
(1) M 一 PVPvV VD 
- 中 去 挥 多 余 的 项 ,于 是 这 个 分 解除 次 序 外 是 唯一 的 .事实 上 ,如 果 
(2) M = VJV Vy 


征 态 一 个 分 解 , 那么 1 含 在 这 些 J; 的 并 里 ， 从 而 含 在 某 一 J; 里 ， 
于 是 对 7 适当 编号 ,可 以 设 闷 包含 在 里 。 同样 , 1 包含 在 某 一 
1 里 : 

nSJET. 

如 采 丰 关 1, 那么 了 在 (1) 里 是 多 余 的 ;因此 =1 而 荆 == 儿 ， 
完全 同样 ， 我 们 得 到 1 = J,,……, 7, 一 J, 且 + 二;s, 于 是 分 解 的 
“唯一 性 被 证 明 . 

如 未 我 们 只 考虑 属于 仿 射 空间 4,(2) 的 一 个 固定 子 集 的 点 多 同样 的 


定理 也 成 立 ， 参看 W.。 Habicht，Topologische Eigenschaften algebraisher 
Mannigfaltigkeiten, Maih. Ann. 122, 181. : 


关于 一 个 在 多 上 不 可 约 流 形 当 基 域 扩张 时 的 分 解 ， 请 看 作者 本 人 的 工 
作 Uber A. Weils Neubegriindung der algebr. Geom.”, Abh,. Maih. Sen., 
Hamburg, 22, 158. 
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$ 118. 泛 域 


在 古典 的 代数 几何 里 ,点 $ 的 坐标 所 取 值 的 域 8 总 是 复数 域 . 
然而 在 新 的 代数 几何 里 也 可 以 从 一 个 任意 基 域 K 出发， 点 了 的 
坐标 所 取 值 的 域 8, 按照 A. 魏 依 的 作法 , 取 做 发 上 的 污 域 是 适当 
的 ,这 就 是 说 ,首先 假定 2 是 代数 封闭 的 , 其 次 又 假定 8 在 二 上 有 
无 限 超越 次 数 。 如 果 民 已 被 给 定 , 那么 就 可 以 作出 一 个 这 样 的 泛 
域 ,我 们 首先 在 上 添加 无 限 多 个 不 定 元 %，wi,'…, 然后 再 依 
$ 62 作 代 数 封闭 的 代数 扩 域 ， 

沁 域 的 作用 基于 以 下 定理 : 

通过 添加 有 限 多 个 域 元 素 or，…， 0 到 区 上 而 得 到 的 每 一 
扩 域 民 (cs,，……,0s) 都 可 以 同 构 地 嵌入 8， 换 一 名 话说 ,如 果 在 长 
的 任 一 扩 域 4 内 的 任意 ?个 元 素 mw，. …， ov 被 给 定 , 那么 存在 一 
个 使 KK 的 元 素 不 动 且 将 mw， …， os 变 到 8 的 元 素 1, …o 的 同 
构 

Kg, ££ 6) KC, ,0,). 

证 . 我 们 可 忆 将 co ,co 如 此 编号 , 使 得 @,……, a 在 民 
上 代数 无 关 而 其 余 的 w 在 (oa,……, 6,) 上 是 代数 的 。 现在 我 们 
在 如 里 选取 o  …，, or 在 长 上 代数 无 关 。 于 是 存在 一 个 周 构 
(1) Roy 0,) SK C0, 0), / 
它 使 长 的 元 素 不 动 并 且 将 ww， …，, o 交 到 ai,…', oa’, 如 果 = 一， 
屠 么 我 们 已 经 证 完 。 如果? 二 zw, 设 wr 是 一 个 系数 在 K(a,……。…， 
%) 内 的 不 可 约 多 项 式 p(x) 的 一 个 堆 点 。 于 是 有 一 个 系数 在 政 
(cb …， ocx) 内 的 不 可 约 多 项 式 p'(x) 与 它 对 应 ， 这 个 多 项 式 在 2 
”内 有 一 个 零点 ar。 根据 $ 38, 可 以 将 同 构 (1) 开 拓 成 一 个 同 构 
(2) Kg, 0 oo) SE Ke, 0 041), 
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在 这 个 同 构 之 下 w+ 变 到 art1， 如 此 继续 下 去 ， 最 后 就 得 出 所 求 
的 同 构 
(3) Km 0) Kleen). 

如 未 只 假定 域 2 是 代数 封闭 的 ， 那 么 刚 证 明 的 嵌 人 定理 自然 不 成 立 ; 然 
向 我 们 却 可 以 同样 的 方法 作 一 个 由 环 KK[&,，…-, an] 到 9 的 一 个 子 环 攻 [mi， 

-， 9a | 上 的 同 态 映射 ,这 个 映射 将 长 的 元 素 鼎 到 自身 并 且 将 %; 映 成 w .证 

明 的 过 程 如 下 : 

如 玉 ? 一 2 那么 wi，……, xn 可 以 取 9 的 任意 元 素 。 如 果 +<w 并 且 仍 
这 xi ，…， 是 代数 元 关 的 ， 于 是 对 于 >? 的 每 一 wu 部 满足 一 个 系 数 在 
(ew,,* ,x1) 的 不 可 约 方程 ,具有 次 数 mr = mk: 
(4) 二 Ra 二. + bim=0 (太一 了 十 1 。…，2)5 
这 里 bh; 是 m1,"*，, op-1 的 有 理 削 数 。 这 些 有 理光 数 可 以 写成 两 个 多 项 式 的 
训 , 在 分 母 里 中 有 “5 or 出现， 设 一 切 分 母 的 乘积 为 g(c,)。…，cr). 我 
们 在 9 内 如 此 选取 wx …，w ， 使 得 g(ci，………，w ) 承 0。 因 为 9 是 无 限 的 ， 
所 以 这 是 可 能 的 ， 将 这 样 选取 的 Cy 。。。 or 代 人 (4) 并 且 选 cr+ly“。 “az 依 
次 是 方程 (4) 的 解 。 这 是 可 能 的 ,因为 9 是 代数 封闭 的 。 于 是 对 应 

fms ta) > f(a, oz) 

就 是 所 求 的 同 态 , 这 里 f 遍历 系数 在 KK 内 的 一 切 多 项 式 。 

习题 . 1. 将 这 里 所 给 的 证 明 完 成 ， 


$ 119. 素 理想 的 零点 


他 9 是 基 上 网 一 个 该 又 设 o。 是 多 项 式 环 K[x,…: 
xs]， 如 果 5,………, ,是 KK 的 任 一 扩 域 的 元 素 ,那么 根据 $ 118， 我 
ns 5 加 变 为 如 里 的 元 素 ， 于 是 对 于 
下 面 的 定理 来 说 ， 不 论 是 把 总 ,… .上 5 看 成 2 的 元 素 , 还 是 看 成 KK 
的 任 一 扩 域 4 的 元 素 都 是 等 价 的 ， 我 们 取 后 作为 2 的 元 素 , 于 是 
s 是 仿 射 空间 4,(8) 的 一 个 点 ， 

一 个 这 样 的 点 则 做 一 个 理想 p 的 一 般 堆 点， 如 果 由 ep 就 
有 8) 一 0, 并 且 反 过 来 也 成 立 . 这 样 一 来 ,理想 ?# 恰 由 具有 性 质 
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1f() 一 0 的 多 项 式 f(x) 组 成 。 我们 立刻 就 会 看 到 ,这 样 的 一 个 理 
想必 定 是 素 的 。 我 们 将 进一步 指出 ， 每 一 个 点 上 都 是 一 个 唯一 确 
定 的 素 理想 p 5 的 一 破 零 点 ,并且 反 过 来 , 每 一 个 素 理 想 p 关 ? 
除 同 构 外 都 上 共有 一 个 唯一 确定 的 一 般 零点 上. 

定理 1. 设 与 ,… 8 是 民 的 一 个 任意 扩 瑾 的 元 素 , 那 么 0 一 
KK[x,-……, zx;] 中 满足 人 5) 一 0 的 多 项 式 有 在 o 中 作成 一 个 异 于 
0 的 素 理想 ， 

人 证， 由 人 8)= 二 0 与 g(#)==0 得 人 #8) 一 g(#) = 二 0。 由 用) 
二 0 得 作 8)A(5) 一 0。 于 是 所 芳 虑 的 多 项 式 作 成 一 个 理想 ， 

由 8)g(8) 二 0 及 g(#) 己 0 得 8) 一 0， 因为 域 没 和 零 因 
了 于 .十 是 这 个 理想 是 素 的 ， 因 为 这 个 理想 不 含 单位 元 ， 所 以 它 异 
杆 vo, 
例 ， 设 上 5,……，5。， 是 系数 在 域 氏 内 一 个 不 定 元 上 的 线性 函 
数 
C1) : 5 一 2 十 pit, 

于 是 所 说 的 索 理 想 由 一 切 具 有 以 下 性 质 的 多 项 式 x,… 
xo) 组 成 ,对 于 这 样 的 多 项 式 来 说 , Ka 十 Bt,*……, as 十 Bo) 关于 
t 恒 等 于 零 , 或 者 说 (几何 地 表述 ) 是 由 一 切 这 样 的 多 项 式 所 组 成 ， 
它们 在 由 参数 表示 式 (1) 在 # 维 空间 所 定义 的 直线 的 一 切 点 处 等 
于 堆 ， 这 个 例子 可 以 用 来 说 明 这 一 节 以 及 下 一 节 的 一 切 定理 

定理 2. 如果 将 p 理解 为 在 定理 1 所作 的 素 理想 ， 那 么 A = 
Rs，5) 与 对 p 的 同 余 类 环 的 商 域 卫 同 构 , 并 且 还 可 以 使 
元 素 5 二 与 xn 的 同 余 类 对 应 ， 

证 ， 设 & 是 4 中 可 以 写成 &,-…，E， 的 多 项 式 的 那些 元 素 
所 成 的 环 。， 4 二 KK(51,……, 8,) 是 8 的 商 域 ， 对 于 8 的 每 一 元 素 
用 51，,*…， 54) 令 同 余 类 环 op 中 由 xy,-… ,xs) 所 代表 的 元 素 与 
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它 对 应 。 因 为 由 用) 一 g() 二 0 就 有 f 一 g 三 0(P) 或 1 三 g(p)， 
反 过 来 也 对 ， 所 以 这 个 对 应 是 一 对 一 的 ， 至 于 和 与 积 对 应 着 和 与 
积 ,是 显然 的 ， 于 是 环 8 与 o/p 同 构 。 因 此 商 域 人 与 I 也 必须 同 
构 . / 

定理 1 是 说 ， 每 一 点 都 是 一 个 唯一 的 素 理想 p 的 零点 。 定 
理 2 是 说 ,如 果 不 计 同 构 , 点 由 P 唯一 确定 。 我们 现在 证 有 明 

定理 3. 每 一 个 骨 于 0 的 素 理 想 在 泛 域 介 内 有 一 个 一 般 规 点， 

证 . 对于。 的 多 项 式 ,我 们 令 一 个 新 的 集 " 的 元 素 与 它们 对 
立 ,这 个 集 包含 系数 域 政 , 并 且 对 于 两 个 对 p 同 余 的 多 项 式 , 有 相 
同 的 元 素 与 它们 对 应 ， 而 不 同 余 的 多 项 式 有 不 同 的 元 素 与 它们 对 
应 ， 这 总 是 可 能 的 , 因为 由于 pb 关 o, 区 中 两 个 元 案 对 p 同 余 当 且 
仅 当 它们 相等 .我 们 把 对 应 于 元 素 +1, +, x 的 元 素 记 做 所 -， 
5 。 

集 o 被 一 对 一 地 映 到 。 对 p 的 同 余 类 环 上 ， 于 是 如 果 我 们 在 
% 中 定义 一 个 加 法 和 一 个 乘法 ， 使 得 这 个 加 法 与 乘法 分 别 对 应 于 
同 余 类 环 的 加 法 与 乘法 , 那么 " 与 同 余 类 环 同 构 ， 因 而 " 没有 堆 
因子 并 且 可 以 作 商 域 4， 

“0 的 每 一 元 过 至 少 与 o。 的 一 个 多 项 式 了 对 应 从 而 可 以 写作 
fA51,. ,8 )。 于 是 0 = KK[6,. ,8 朋 A= KE,,.. “> E60) 
根据 $118，A 可 以 同 构 地 嵌入 泛 域 8 内 ; 因此 我 们 可 以 认为 
4S2， 元 素 1(51,…， 5,) 等 于 零 ， 当 且 仅 当 多 项 式 f 属于 零 类 
mod Pp， 于 是 是 了 的 一 个 一 般 零 点 ,定理 3 被 证 明 . 

根据 定理 3, 每 一 素 理 想 p 关 "在 泛 域 8 内 有 一 个 一 般 零 点 
£, 由 定理 2, 这 个 点 如 果 不 计 同 构 是 由 ?唯一 确定 的 。 点 8 是 p 
的 一 个 零点 ,因而 在 p 的 零点 流 形 内。 属于 M 的 素 理想 仍 是 由 
因为 如 果 一 个 多 项 式 f 在 M 的 一 切 点 处 都 等 于 零 ， 那么 特别 有 
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1(#) 一 0 从 而 je6p。 因 为 属于 M 的 理想 是 素 的 ,所 以 M 不 可 约 . 
于 是 我 们 有 

定理 4. 每 一 个 素 理想 p 关 5 有 一 个 由 它 的 零点 所 组 成 的 不 
可 约 流 形 并 且 p 就 是 属于 这 个 流 形 的 理想 ， 

我 们 从 一 个 不 可 约 流 形 M 出 发 ,于 是 根据 $ 117, 属于 MM 的 理 
想 p 是 素 的 ,的 零点 恰好 就 是 M 的 点 ， 如 果 8 是 p 的 一 个 一 般 
零点 ,那么 就 称 5 为 M 在 代 上 的 一 个 一 般 点 。 回 到 定义 上 ， 这 就 
是 说 : 

M 的 一 个 点 二 叫 做 M 在 了 上 的 一 个 一 般 点 ,如 果 每 一 个 系数 
在 下 中 被 二 所 满足 的 方程 JE) 一 0 同时 被 M 的 一 切 点 所 满足 。 

根据 定理 3, 每 一 个 不 可 约 流 形 都 有 一 个 一 般 点 。 反 过 来 ,如 
末 一 个 流 形 MM 有 一 个 一 般 点 5, 那么 根据 定理 1, 属于 M 的 理想 是 
素 的 ,从 而 M 不 可 约 。 于 是 我 们 有 

定理 5. 当 且 仅 当 M 在 改 上 不 可 约 时 ，M 有 一 个 在 狼 上 的 一 
般 点 。 

习题 . 1. Kix,, x,, zx,|] 的 理想 


2 当 量 E: 
(XX = Xs Eo —™ X19 多 xX1X2 ) 


是 到 的 ;因为 它 有 一 般 零 点 (2 t*, #3)， 


$ 120. 维 数 


设 皇 是 一 个 不 可 约 流 形 M 在 区 上 的 一 个 一 般 点 , 也 就 是 属于 
M 的 素 理 想 p 的 一 个 一 般 零 点 。 如果? 是 {51,.……, $8,} 的 超越 次 
数 ,那么 在 这 些 8; 里 愉 有 7 个 代数 无 关 的 ,例如 55,……, 8,; 而 其 余 
的 都 与 这 了 个 代数 相关 . 我 们 可 以 选取 5,，…:, 5, 作 为 不 定 元 
"ty; 于 是 一 切 5; 都 是 这 ?个 不 定 元 的 代数 函数 ， 当 一 般 点 
通过 一 个 域 同 构 变 为 男 一 个 一 般 点 外 时, 超越 次 数 + 保持 不 变 ; 
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因此 + 只 依赖 于 p, 并 且 叫 做 素 理想 p 的 或 流 形 MM 的 维 数 . 

素 理想 bp 关 "的 维 数 自然 在 0 与 ”之 间 。 对 于 单位 理想 o, 它 
没有 零点 ,我 们 约定 它 的 维 数 为 一 1. 

如 果 二 是 一 个 素 理想 p 的 一 个 一 般 零 点 ,8 是 同一 理想 的 一 
个 任意 零点 ， 那 么 对 于 K[8] 的 每 一 多 项 式 帮 5, 令 KL#'] 的 一 
个 多 项 式 f#') 与 它 对 应 ， 因 为 由 1(8) 一 g(8) 就 有 f(x) 三 g(x) 
(p), 从 而 (58) 一 g(5), 所 以 对 应 1(5) 一 15) 是 单 值 的 。 因为 
这 个 对 应 显然 将 和 变 成 和 , 积 变 成 积 ,所 以 是 一 个 同 态 : 
(1) K[s] ~ KIs’]. 
如 果 这 个 对 应 是 同 构 ， 那 么 自然 站 也 是 的 一 个 一 般 零 点 , 反 过 
来 也 对 . 

对 于 一 个 零 维 理想 p 来 说 ,一 切 $ 在 KK 上 都 是 代数 的 ， 从 而 
8 的 一 切 有 理 函数 已 经 是 有 理 整 函数 :K(#) 一 K[#]. 因此 K[#] 
是 一 个 域 . 这 时 如 果 上 仍 是 一 个 任意 零点 ,那么 同 态 (1) 必 定 是 一 
个 同 构 ; 因为 一 个 域 除 一 一 同 态 及 将 整个 域 映 成 零 环 的 同 态 以 外 
没有 其 他 的 同 态 ， 于 是 以 下 定理 成 立 : 

一 个 索 维 素 理 想 的 一 切 索 点 都 是 一 般 夫 点 并 且 彼 此 等 价 了 D 

在 这 一 情形 ,坐标 5,… ,56, 或 总 ,总 是 下 上 的 代数 元 
如 果 将 零点 或 5 限制 在 一 个 固定 的 泛 域内 , 那么 一 切 这 样 的 堆 
点 都 在 K 上 共 轿 。 这 些 在 8 内 共 圈 点 的 个 数 最 多 等 于 (并且 当 
K(s) 是 可 分 的 时 候 , 恰好 等 于 ) KG) 在 区 上 的 域 次 数 ， 于 是 : 

一 个 零 维 不 可 约 流 形 由 有 限 多 个 在 RK 上 共 力 的 点 组 成 。 

”特别 当 域 KK 已 经 是 代数 封闭 的 时 候 ,在 域 K 内 只 有 一 个 零点 
5, 而 所 属 的 理想 是 

bp 一 (xi 一 总 xn 一 号) 

1 这 就 是 说 ,它们 可 以 通过 使 基 域 并 的 元 素 不 动 的 同 构 互 变 。 
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定理 . 一 个 + 维 素 理想 的 不 同 索 点 具有 超越 次 数 和 7 并且 
当 一 个 替 点 的 超越 次 数 恰好 等 于 + 时 ,这 个 替 点 是 一 般 堆 点 ， 

证 . 设 半 是 一 个 具有 超越 次 数 * 的 零点 ， 那 么 同 态 《1) 人 
在 ， 设 与 ,… ,代数 无 关 , 那 么 二 ,… ,5 也 代数 无 关 ; 因为 5 
旧 的 每 一 代数 关系 将 转移 为 8 间 的 同一 代数 关系 。 因此 r+ 之 s. 
如 果 + 二 s, 那么 一 切 5 都 与 所, …， 5, 代数 相关 ， 如 果 在 同 态 
(1) 之 下 ,一 个 本 身 不 为 零 的 多 项 式 1(8) 变 为 零 , 那么 我 们 可 以 在 
域 K(8) 内 将 元 素 1/f 写成 以 下 特殊 形式 : 


1 -一 &CE5i， ““ “》 52) 
f(é&, "ys En) ACE 3 8,) 


由 此 得 
AL 一 

在 同 态 (1) 之 下 ， 了 变 为 0; 因此 从 5 ,…, 所) 也 一 定 变 为 0, 这 
就 是 说 ,我 们 有 
AS 一 0， 
这 与 嫩 ,，……, ;的 代数 相关 性 的 假设 矛盾 。 于 是 在 辣 态 (1) 之 下 
没有 腊 于 零 的 多 项 式 被 变 为 零 ; 从 而 (1) 在 + 二 ;时 是 一 个 同 构 . 
这 就 得 到 5’ 是 一 个 一 般 零 点 的 论断 ， 

p 的 每 一 个 零点 可 以 看 成 一 个 理想 pm 的 一 般 零点 ， 于 是 由 
f 三 0(p) 得 1(8) 二 0 或 f 三 0 ); 从 而 VW 是 p 的 一 个 因子 ， 反 
过 来 p 的 每 一 个 异 于 5 的 素 因 子 P 都 可 以 这 样 得 到 ; 因为 每 一 个 
理想 p 关 。 都 有 一 个 一 般 夫 点。 由 刚才 所 述 的 定理 ,立刻 有 : 

p 的 每 一 素 因 子 p 都 具有 维 数 六 委 7; 如 果 1 = 一 +， 那么 必 
须 p 二 p. | 

一 个 任意 流 形 的 维 数 指 的 是 它 的 不 可 约 成 分 的 维 数 中 最 高 的 
一 个 。 纯 炎 一 维 流 形 叫 做 曲线 ， 纯 粹 二 维 流 形 叫 做 曲面， 纯粹 
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(x 一 1) 维 流 形 叫 做 超 曲 面 , 


习题 . 1. 一 个 主 理想 (pz), 这 里 P 是 一 个 不 可 分 解 的 非常 数 多 项 式 ,是 
一 个 (2 一 1) 维 素 理 想 . 

2. 区 过 来 ,每 一 (” 一 1) 维 过 理想 都 是 主 理想 ， 

3. 4as(2) 中 唯一 的 4 维 流 形 就 是 4,(9) 本 身 ; 属 于 它 的 理想 是 者 理想 ， 


$ 121. 和 荐 尔 伯 特 零点 定 理 、 齐 次 方程 组 的 结 式 组 


每 一 个 异 于 。 的 素 理想 在 泛 域 2 内 有 一 个 一 般 零 点 因此 一 
个 没有 零点 的 素 理想 就 是 单位 理想 o. z 

这 个 论断 不 仅 在 泛 域 0 内 成 立 , 而 且 在 K 的 每 一 个 代数 封闭 扩 域 2' 内 
也 成 立 。 设 po0 且 志 是 p 在 9 内 的 一 个 一 般 零 点 ， 那 么 根据 $ 118 (小 字 ) 
可 以 作 一 个 同 态 

K[#]—K[#], 

这 里 总 在 9 内 并 且 构 成 ?的 一 个 零点 . 

我 们 现在 一 般 地 证 明 : 

每 一 个 在 @ .内 没有 零点 的 理想 a 一 (及,………, 了 ) 都 是 单位 理 

证 . 假设 存在 一 个 理想 a 关 。 没 有 零点 . 于 是 根据 极 大 原 
理 , 存 在 一 个 极 大 理想 m 闫 o 也 没有 零点 ， 这 个 理想 是 无 因子 的 ， 
从 而 根据 $ 20 是 素 的 。 然 而 一 个 素 理想 m 关 o。 总 有 零点 . 

上 面 所 证 明 的 定理 也 可 以 这 样 叙 述 : 

如 果 多 项 式 记 .……， 访 在 ds(2) 内 没有 公共 堆 点 ,那么 等 式 
(1) : l= gfit :+ gf 
成 立 ， 

这 个 定理 是 希 尔 伯 特 零点 定理 的 一 个 特殊 情形 ， 希 尔 伯 特 夫 
点 定理 是 说 : 

如 果 于 是 的 [xi .…，xo] 的 一 个 多 项 式 ， 它 在 放大 在 
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A,《Q) 内 的 一 切 公 共 零 点 处 都 等 于 替 , 那 么 
《2 ) 1 一 记 广 十 十 六 
对 于 茶 一 自然 数 4 成 立 ， 

证 。 通过 A. 拉 比 诺 维 闸 (Rabinowitsch) (Mazt. Ann.，102, 
518) 的 巧妙 办 法 ， 这 个 一 般 情形 将 归结 为 刚才 所 证 的 特殊 情形 . 
对 于 f= 二 0, 断言 是 明显 的 . 在 jz 关 0 的 情形 , 我 们 取 一 个 新 变量 

。 这 时 多 项 式 

六 ,1 — zl 
在 4s+1(8) 内 没有 公共 零点 。 因 此 根据 刚才 所 证 明 的 定理 ， 我 们 
有 
(3) 1 一 8g 广 十 十 8 十 gg (~— 2f), 
在 这 个 恒等式 里 我 们 作 代 换 z = 一 1/f 并 且 乘 以 某 一 宕 f? 而 消除 由 
此 所 产生 的 分 式 . 我 们 得 到 
fr 一 及 广 十。 十 大 下 

过 点 定理 的 推广 ， 如 果 多 项 式 加 jp 在 户 ……， 妃 的 一 
切 公 共 零 点 处 都 等 于 零 ， 那 么 存在 一 个 自然 数 9 使 得 广 的 一 切 4 
次 容积 属于 理想 (所 ,……， )( 反 过 来 也 成 立 ). : 

证 . 我 们 有 

8 = 0(f,***, fo). 
令 
4 一 (qi 一 1) 十 (q, 一 1 ) 十 .十 《9, 一 1) 十 工 
于 是 每 一 医 积 pr1*……pss, 其 中 有 有 十 .… 十 有 一 gq, 至少 含有 一 个 
因子 p8i; 因为 不 然 的 话 名 十 .… 十 有 h 最 多 将 等 于 
《9 一 1 十 十 (9 一 1 一 qg 一 1 

于 是 得 到 这 个 断言 ， 逆 命题 是 明显 的 ， 

稍 后 我 们 将 看 到 , 存在 这 样 的 一 个 数 9， 它 只 依赖 于 理想 ae = (#,9*。…。， 
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f,), 使 得 p; 的 每 一 4 次 寡 积 都 属于 这 个 理想 。 
由 本 节 开 始 时 所 作 的 注 记 得 出 , 当 零 点 取 自 一 个 代数 闭 域 9 时 ,零点 定 
理 以 及 它 的 推广 仍然 成 了 并， 


作为 最 后 所 证 的 定理 的 应 用 ,我 们 导出 齐 式 组 , 即 齐 次 多 项 陈 
组 Fi,.…,F, 在 域 8 内 有 非 显 易 零 点 , 即 有 异 于 (0, ……， 0) 的 零 
后 所 必须 满足 的 条 件 . 

如 坟 (0,.…，,0) 是 唯一 的 零点 ,那么 单项 式 x1,.**， zx 在 理想 
(Fi,.…*, F,) 的 一 切 零 点 处 都 将 等 于 零 ， 从 而 由 六 …，x* 所 形 
成 的 每 一 个 9 次 军 积 X; 属于 这 个 理想 : : : 

(4) X= GaFi+ .+ GuF,. 

设 齐 式 Fl1,，……:,F, 的 次 数 为 gy，…,g,。 在 (4) 式 右 端 只 保 
留 G;; 中 的 g 一 gi; 次 项 而 略 去 其 它 项 ， 就 得 到 (4) 式 右 端的 ?次 
项 。 因此 代替 cj， 我 们 得 到 一 个 4 一 g; 次 齐 式 Hi， 比较 (4) 式 
左右 两 端的 4 次 项 ,我 们 有 
(5) Xi = HaFi t+ + HF,, 

及 过 来 ， 如 有 果 等 式 (5) 对 于 一 切 4 次 罕 积 2 成立， 那么 〈0， 

'， 0) 是 F1,.…,F, 的 唯一 公共 零点 ， 

*i 的 9 一 gi 次 宕 积 可 以 记 作 Xu。 在 (5) 中 的 及 ;; 是 这 些 宕 
积 的 线性 组 合 (系数 在 K 内 )， 因 此 (5) 表 上 明 , 一 切 4 次 宕 积 X; 可 
以 由 乘积 Ce 线性 表示 ， 于 是 我 们 得 到 以 下 结果 ， 

Fi,***,，F, 只 有 显 易 替 点 (0,，，，,0) 的 充分 且 必 要 的 条 件 是 ， 
具有 计 分 大 的 次 攻 2 的 一 切 铸 积 久 ;可 以 由 来 积 Xi 线性 表示 ， 
而 系数 取 自 K, 

设 Ns 是 4 次 虞 积 X; 的 个 数 ,那么 这 个 结果 也 可 以 这 样 叙述 : 

Fi,、**,，F, 有 一 个 非 显 易 公 共 堆 点 的 充分 且 必 要 条 件 是 ， 对 
于 每 一 4 一 1, 2,.…, 来 积 XtiFi 中 线性 无 关 的 个 数 小 于 Ni,. 
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把 乘积 Xr;F; 表示 成 X; 的 线性 组 合 ; 


XuPi 一 2) ariiXi 


那么 对 于 每 一 和 7, 由 这 些 eat 可 以 作出 一 个 行 问 量 
( api “*"*s apiN) (N = 一 No). 

于 是 我 们 的 条 件 就 是 说 ,在 这 些 行 向 量 中 线性 无 关 的 个 数 小 于 N， 
这 就 意味 着 ， 由 任意 入 个 这 样 的 行 同 量 所 组 成 的 行列 式 应 该 等 于 
鹤 ， 设 Dys 是 这 样 的 行列 式 , 于 是 有 : 

Fa， 下 有 一 个 非 显 盈 公共 零点 的 充分 且 必 要 条 件 是 
(6) Das= 0 (gq = 1,2,.….). 

aiij 是 齐 式 Fj 的 系数 ， 因此 Dj; 是 齐 式 Fi, ….，P, 的 系数 
的 整 系数 齐 式 . 

首先 假设 P， …，PF, 是 次 数 为 ， …，8g: 的 一 般 齐 式 ， 因 而 
带 有 真正 不 定 系数 a;, 于 是 我 们 有 无 限 多 个 关于 这 些 系 数 的 多 项 
式 Dos(a;)， 然 而 根据 希 尔 伯 特 基 定 理 ,在 这 些 多 项 式 中 存在 有 限 
个 ,而 一 切 这 样 的 多 项 式 都 可 以 由 这 有 限 个 线性 表示 (以 整 系数 多 
项 式 作为 系数 )。 如 果 (对 于 特殊 齐 式 F,,.……, F,) 这 有 限 个 Dow 
等 于 零 ,那么 一 切 Do 都 将 是 零 ,从 而 方程 组 Do 二 0 成立， 于 是 
存在 有 限 个 ai 的 整 系数 弃 式 

Ri(ai),***, Rnlaj), 

当 且 仅 当 齐 式 Fi,.，*,F, 有 一 个 非 显 易 公 共 堆 点 时 它们 才 鞠 于 零 ， 

这 个 在 代数 几何 中 扮演 着 重要 角色 的 定理 是 由 F, 默 腾 斯 
(Mertens) (Sitzungsber. Wiener ARad.， 108，1174.) 提出 的 ， 另 
一 个 证 明 由 HH, 卡 普 费 雷 尔 (Kapferer) (Sitssungsber. Bayer. Akad. 
Manchen，1929，179 ) 给 由， 

具有 上 述 性 质 的 一 个 齐 式 组 Ri,，，… ,Rw 则 做 齐 式 Fi;，….， 
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F, 的 结 式 组 。 如 果 F; 是 线性 齐 式 ， 那 么 由 这 ?个 齐 式 中 每 x 个 
所 能 作成 的 # 阶 行列 式 构成 一 个 结 式 组 .对 于 含 两 个 变量 x1, x; 的 
丙 个 齐 式 Fi, ,来 说 ,通常 的 结 式 R 就 构成 一 个 结 式 组 .同样 地 ， 
一 般 含 > 个 变量 的 = 个 齐 式 有 一 个 结 式 R 就 已 足够 。 参看 A. 
Hurwitz，Uber Trigheitsformen, Ann. di Mat. 3a serie, 20 (1913). 


$122. 准 条 理 想 


多 项 却 环 里 的 理想 论 的 主要 问题 是 : 判断 一 个 多 项 式 了 是 否 
属于 一 个 给 定 的 理想 
m= (fi,***, 1,). 
然而 在 这 里 所 谓 判断 ， 并 不 是 指 由 有 限 个 实际 可 行 的 运算 构 
成 的 一 个 算法 判断 ,即使 存在 着 这 样 的 一 个 判断 的 话 2， 而 只 是 指 
这 样 的 一 个 方法 , 它 同时 给 出 关于 理想 的 结构 的 一 个 详细 考察 ,并 
且 使 理想 的 零点 与 理想 的 元 素 之 间 的 几何 关系 尽 可 能 清楚 地 表 
现 出 来 ， 这 样 的 一 个 方法 是 由 E. 拉 斯 克 首 先 给 出 的 2; 这 个 方法 
契 亿 过 将 理想 分 解 成 准 素 分 支 而 实现 的 ， 
” 拉 斯 死 方法 的 主要 思想 如 下 ;: 根据 $ 109 的 分 解 定理 ,每 一 个 
理想 m 可 以 表示 成 准 素 理想 的 交 : 
m= [q,..*, 9]. 
因此 一 个 多 项 式 f 属于 这 个 理想 m 必 要 且 只 要 f 属于 一 切 准 素 理 
想 9,。 因 此 ， 为 了 在 原则 上 解决 上 述 问 题 ， 只 需 建 立 一 个 多 项 式 


1) 参考 Ksnig, Einleitung in die allgemeine Theorie der algebraischen Gr8- 
ssen (Leipzig: B. G. Teubner 1903) 以 及 G. Hermann: Die Frage der 
endlich vielen Schritte in der Theorie der Polynomideale, Math. Ann., 
95，7306 一 788. 

2) E. Lasker, Zur Theorie der Moduln und Ideale， Maih. Ann., 60 (1905), 
20 一 116。 
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属于 一 个 准 素 理想 所 必须 满足 的 条 件 . 

根据 $ 108, 对 于 每 一 准 素 理想 9 都 有 一 个 属于 它 的 案 理 大? 
2 具 下 列 性 质 : 

l. pe 二 0(9) 尘 0(p), 

2. 由 fg 三 0(q) 及 f 关 0(p) 就 有 g 二 0(q)， 

当 9 关 0 时 ,过 理想 p 也 属于 一 个 不 可 约 流 形 M。 由 1. 9 的 
一 切 零 点 同时 也 是 ?的 零点 ， 反 过 来 也 是 如 此 。 因 此 一 个 准 素 理 
想 9 天 5 的 流 形 是 不 可 约 的 并 且 等 于 属于 它 的 素 理 想 的 流 形 . 

设 9 是 一 个 属于 素 理 想 p 的 准 素 理 想 , 具 有 指数 p; M 是 它 
流 形 . 现在 设 f 是 包含 M 的 一 个 多 项 式 ， 那 么 1 三 0 (p)， A 
三 0(9). 然而 若 f 不 包含 M ,那么 根据 上 面 的 性 质 2, 在 每 一 个 
模 9 的 同 余 式 中 可 以 将 因子 了 去掉 。 这 是 两 个 极 重 要 的 方法 , 由 
此 常常 可 以 推导 同 余 式 三 0(9) 以 及 g 三 0(q9)。 借助 于 分 解 定 
理 可 以 立即 转移 到 任意 理想 m = [91,'…, 9,] 上 。 首先 设 f 是 一 
个 多 项 式 , 它 包含 m 的 流 形 M, 并 且 设 2 是 准 素 理 想 q, : …，, q: 中 
指数 最 大 的 ,那么 立即 有 

= 0(9;) (对 于 一 1,.…:, s)， 
从 而 
f? = 0(m). 

于 是 希 尔 伯 特 机 点 定理 (3 121) 又 重新 被 证 明 , 并 且 更 加 严格 
化 , 邢 指数 P 只 依赖 于 理想 m. 

其 次 ,在 了 是 一 个 多 项 式 ， 它 不 包含 准 素 理想 91,.……, 9, 的 任 
何 流 形 ,那么 可 以 在 每 一 同 余 式 

fg = 0(m) 
中 将 f 约 去 而 得 到 
= 0(m), 


ss 了。 


因为 这 个 同 余 式 对 于 一 切 准 素 理想 9, 成立 , 这 个 约 简 的 可 能 性 又 
可 以 简单 扼要 地 由 方程 

m:(f)=m 
表示 , 于 是 根据 $110, 这 个 等 式 成 立 , 当 且 仅 当 f 不 能 被 属于 m 的 
素 理 想 mm …，p, 中 的 任何 一 个 整除 《因而 了 不 包含 它们 的 不 可 
约 流 形 ). 


根据 $ 110, 这 个 结果 一 般 对 于 任意 理想 a 成立 , 即 
(1) ma = th 
当 且 仅 当 a 不 能 被 Ps,……, Pp 中 的 任何 一 个 整除 ， 换 一 句 话 说 , 当 
上 且 仅 当 a 的 流 形 不 包 念 素 理想 nm …，, pb: 的 流 形 ,这 个 定理 在 寻求 
属于 一 个 给 定理 想 m 的 素 理想 pn, .…, p, 时 常常 是 有 用 的 。 这 就 
是 ,要 推测 素 理想 p 是 否 为 素 理想 p 当中 之 一 ,那么 我 们 就 取 一 个 
可 以 被 p 整除 的 理想 a, 例如, a 一 p, 并 且 考 察 能 否 证 明 关系 (1) 
成 立 或 不 成 立 , 即 是 否 能 由 ga = 0Cm) 推出 g 二 0(m). 如果 (1) 
成 立 ,那么 pp 不 是 任何 p，. 

所 谓 一 个 准 素 理想 的 维 数 指 的 是 属于 它 的 素 理想 的 维 数 (或 
流 形 的 维 数 )， 一 个 任意 理想 a 过。 的 维 数 或 最 高 维 数 , 指 的 是 它 
的 准 素 分 支 (或 所 属 的 素 理想 ) 的 维 数 中 最 高 的 ， 如 果 属 于 a 的 准 
素 理想 的 维 数 都 相等 , 例如 等 于 4, 那么 就 称 理想 a 是 纯 4 维 的 . 


二 题 . 1. 理想 (x1, xx 十 1) 是 准 素 的 ，、 具有 指数 2; 并 且 属 于 它 的 素 
理想 是 (x*， xxs 十 1)。 

2、 一 个 不 可 分 解 ,非常 数 多 项 式 的 每 一 宕 pr 生成 一 个 (> 一 1) 维 准 
索 理 想 。 每 一 个 非常 数 多 项 式 生成 一 个 纯 (a 一 1) 维 理想 ， 

3. 设 # 是 y$119， 习 题 1 的 素 理想 ,那么 妨 不 是 准 素 的 。[ 多 项 式 (x,x， 
一 3) 一 (一 xx) 一 xlixa) 分 裂 出 一 个 因 于 x*,, 而 其 它 因 子 不 属于 
p".] 
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$123. 诺 特定 理 


借助 于 准 素 理想 分 解 的 方法 ， 我 们 首先 就 零 维 理想 的 情形 解 
决 为 使 一 个 多 项 式 f 属于 一 个 理想 m, 这 个 多 项 式 应 该 满足 怎样 
的 条 件 的 问题 ， 我 们 从 一 个 引 理 开始 ， 这 个 引 理 也 党 项 是 有 
的 : | 

设 号 是 区 的 一 个 扩 域 又 设 所 及,…", 刻 是 KK[x] 一 KK[x,……， 
Xn] 的 乡 项 式 , 那 么 由 

=0(f 大) 在 3[x*] 内 
就 得 出 

三 0(f,……,f) 在 Klx] 内 
证 ， 设 : 

(1) f = 之 gifi, 
这 里 g; 是 系数 在 内 的 多 项 式 。 我 们 把 这 些 系数 用 5 的 有 限 多 
个 线性 无 关 元 素 1, ou wa- … 线性 表示 ,系数 取 自 必 。 这 时 (1) 中 
每 一 项 g;f; 都 有 形式 

(gio + gil 十 gizw2 十 ……)， 
这 里 gi 是 系数 在 KK 内 的 多 项 式 ， 于 是 由 (1) 得 出 

1 = 2 giofi + wi 2 gufi + w2 2 gifi + *, 
因为 域 元 系 1, ol oa …… 线性 无 关 ， 所 以 左右 两 端 带 有 1,w， 
02 … 的 项 必须 对 应 地 相等 ， 
{= 2 giofi 

根据 这 个 引 理 , 当 我 们 要 回答 是 否 f 三 0(f.,…*, f,) 时 ,总 可 
以 将 基 域 下 任意 扩张 ,例如 ,通过 添加 理想 (fi …，, f) 的 零点 而 扩 
张 。 如 果 所 问 的 同 余 式 在 扩 环 [x] 中 成 立 ， 那 么 它 在 扩张 之 前 
也 成 立 , 
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一 个 零 维 流 形 在 基 域 的 适当 扩张 下 总 可 以 分 解 为 一 些 单个 的 
点 ;因此 ,为 了 方便 起 见 ， 我 们 总 可 以 假设 所 出 现 的 零 维 素 理想 各 
只 有 一 个 点 作为 零点 (而 不 象 通常 那样 有 一 组 共 箔 的 零点 )。 

一 个 零 维 素 理想 是 无 因子 的 ; 因为 根据 $ 120, 同 余 类 环 of/p 
是 一 个 域 .因此 每 一 个 零 维 准 素 理 想 都 是 单 素 的 ; 因为 根据 $ 113， 
一 个 准 素 理想 , 当 属 于 它 的 素 理想 天 因子 时 ,总 是 单 素 的 .由 $113 
的 定理 还 进一步 得 出 ,一 个 理想 m 的 每 一 零 维 孤立 准 素 分 支 9 可 
以 表示 为 : / 


(2) 9 = (Mm, p?), 
这 里 的 指数 2 是 其 有 性 质 | 
(3) p” 三 0€m, p’t!) 


的 数 ac 中 最 小 的 一 个 . 

让 我 们 将 关系 (2) 的 意义 ,在 基 域 已 经 事前 如 此 扩张 ， 使 得 所 
考虑 的 单 素 理想 9 各 只 有 一 个 零点 a 二 {a1,:……, ao} 的 情形 下 ， 
再 一 次 加 以 说 明 。(2) 是 说 , f 三 0(9) 必要 且 只 要 
(4) f= 0(m, p°). | 
现在 设 m 通过 一 个 基 (有 ,……, 力 ) 给 出 , 并 且 假 定 y,=x, 一 a,， 那 . 
么 p 一 (y1,……, ys)， 设 想 出 现 的 一 切 多 项 式 都 按 y, 的 升 舌 排 
列 ,那么 pr 恰好 由 一 切 只 含 y, 的 次 数 > p 的 短 积 的 多 项 式 组 成 ， 
于 是 关系 (4) 就 意 昧 着 ， 除 o 次 项 及 高 于 p 次 的 项 外 , f 与 一 个 线 
性 组 合 如 g,f, 一 致 ， 这 样 ,如 果 我 们 设想 将 及,……, f, 乘 以 1 以 及 
诸 y, 的 一 切 次 数 < po 的 知 积 ,并 从 此 种 冬 积 中 略 去 一 切 次 数 宇 p 
的 项 ,而 将 所 得 的 多 项 式 记 作 h,-……, 久 , 那么 (4) 就 是 说 , 除了 次 
数 宇 p 的 项 外 ，f 与 加 ,……, 及 的 一 个 带 有 常 系数 的 线性 组 合 相 
等 ， 这 是 一 个 事实 , 它 成 立 或 不 成 立 ,在 所 过 到 每 一 情形 下 ( 当 p， 
1 …: 访 及 了 给 定时 ) 都 可 以 实际 判定 . 特别 是 当 存 在 形式 井 级 数 
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Pi(y),:…*,P,(y)”, 使 得 
(5) 一 Ph 十 …' 十 已 
时 ?”, 这 一 事实 成 立 ， 这 时 对 于 o 的 每 一 值 ， 我 们 可 以 去 掉 这 些 攻 
级 数 中 从 oa 次 项 开始 的 一 切 项 而 保持 等 式 (5) 丙 端 mod pr 一致 . 因 
此 这 个 第 级 数 判 定 标 准 实际 上 还 是 要 求 得 过 多 一 些 ; (5) 式 两 端 
不 必 完 全 一 致 而 只 需 除去 次 数 之 o 的 项 外 一 致 . 

同样 。 关 系 (3) 对 于 每 一 0 成 立 与 否 是 可 以 进行 判断 的 ，(3) 
意味 着 , 一切 o 次 容积 都 可 以 通过 多 项 式 >g,j, 去 掉 次 数 盖 0 的 


器 积 来 表示 。 因此 我 们 可 以 就 给 定 的 六. …， 方 对 于 每 一 零点 a 


逐个 地 检验 值 o 一 1, 2, 3,…, 直到 求 出 一 个 使 得 (3) 成 立 的 c 
为 止 :这 个 o 就 是 9 的 指数 . 

对 于 一 个 零 维 理想 m, 一 切 准 素 分 支 都 是 零 维 且 弧 立 的 ; 因 
此 我 们 可 以 将 上 述 对 于 了 三 0(9) 的 判定 标准 应 用 到 一 蕊 准 案 分 
支 上 .如 果 这 个 判定 标准 对 于 一 切 零 点 都 被 满足 ， 那 么 由 此 就 得 
到 f 二 0Cm， 于 是 以 下 定理 成 立 : 

如 果 对 于 一 个 零 维 理想 m 的 每 一 零点 4 一 {o，……，an}， 确 
定 指数 P 为 使 得 (3) 对 于 p 一 (xi 一 a1"…, zn 一 4s) 成 立 的 最 小 
自然 数 0, 又 一 个 多 项 式 了 对 于 一 切 这 样 的 p 满 足 条 件 (4), 那么 
f = 0(m). 

这 个 定理 对 于 m = 刀 ), 其 中 五 , 户 是 两 个 变量 的 多 项 式 
的 情形 , 首先 由 M. 诺 特 提出 3 这 就 是 著名 的 “ 诺 特 基本 定理 ”. 
它 是 代数 函数 论 中 的 “几何 学 方向 ”的 基础 ， 诺 特 实际 上 代替 较 弱 


1) 自然 并 不 假定 它们 收敛 ， 

2) 这 就 是 说 ,在 按 y, 的 塞 积 形 江 地 展开 对 ,(5) 式 两 端 一 致 , 

3) M. Noether, Uber einen Satz aus der Theorie der algebraischen Funktio- 
nens Matk. Ann. 6 (1873), 351—359, 
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的 关系 (4), 而 假定 罕 级 数 条 件 (5) 在 一 切 零 点 处 成 立 。 在 这 里 的 
处 理 中 ,只 要 求 两 端 对 加 ……，, y; 的 到 p 一 1 次 为 止 的 项 一 致 . 这 
是 由 伯 廷 尼 (Bertini) 提 出 的 ?, 同 时 他 对 于 指数 P? 也 给 出 了 一 个 界 *. 
对 2 维 的 推广 则 是 由 拉 斯 克 与 麦 考 利 (Macaulay) 提出 的 。 使 得 
1 三 0(q) 的 充分 条 件 了 三 0(m, PrP)， 按 照 麦 考 利 (Macaulay) 的 说 
法 ,叫做 在 点 a 的 诺 特 条件， 

为 了 说 明 诺 特定 理 的 应 用 ,我 们 现在 考虑 一 个 特殊 情形 ， 在 这 
里 诺 特 条 件 特别 简单 ， 

多 项 式 和 ，，…, f, 当中 的 每 一 个 在 纵 空 间 里 确定 一 个 代数 
流 形 ( 超 曲面 ) f, 一 0。 同样 , 多项式 f 确定 一 个 超 曲 面 1 一 0. 如 
果 f 分解 成 不 可 约 因 对: f == 好 :区 那么 流 形 f 一 0 也 分 解 成 
不 可 约 部 分 志 一 0, pi 一 0,"*， 这 里 每 一 个 不 可 约 流 形 出 现 的 
次 数 按 f 的 分 解 中 相应 的 指数 计 . 

如 琳 将 对 于 一 成 4< 按 y, 一 x, 一 a， 的 老 展 开 ， 并 且 设 展开 
式 从 ss(s 之 0) 次 项 开始 : 

f= co 如 十 cy 全 和 十 coys + “1', 

那么 就 说 ， 超 曲面 1 一 0 在 4 有 一 个 :重点 。 命 了 次 项 coyi 十 
cy ya 十 -十 coys 等 于 等 , 可 给 出 一 个 超 曲 面 , 它 是 只 由 过 a 
点 的 "直线 ”组 成 的 , 称 为 超 曲 面 1 = 二 0 在 4 点 的 切 锥 ， 

诺 特 定理 的 最 简单 情形 是 , 在 确定 零 维 理想 m 的 超 曲 面 户 一 
0,.…,f, 一 0 中 ， 有 这 样 的 超 曲面 所 二 0,…, ,二 0, 它们 都 以 


1) E. Bertini, Zum Fundamentalsatz aus der Theorie der algebraischen Funk 
tionen, Math. Ann. 34 (1889), 447—449. | 

2) 较 严 格 的 界 由 P. Dubreil，Thtse de Doctorat，Paris 1930 给 出 ， 也 可 以 参 
和 芳 H. Kapferer, Notwendige und hinreichende Multiplizititsbedingungen 
zum Noetherschen Fundamentalsatz. SitzHngsber. der Heidelberger Akad., 
8 (1927) Abhandlung， 
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a 为 单 点 ,而 它们 的 切 超 平面 只 有 < 点 公共 : 
fi = cuyi TF cinys 十 
f= cayiT 二 coyn 十， 


得 章 芝 和 


线性 型 之 ， cry 线性 无 关 ， 


在 这 个 情形 ,如 果 将 素 理想 (xi 一 a1,……, x。 一 a,) 记 作 p, 那么 
yj 本 号 也 出 现在 六 ……，, 访 的 mod 形 线性 组 合 ( 即 略 去 二 
次 及 高 次 项 ) 中 ;这 就 是 说 ， 
(yi1s° °°, ya) = 0Cfi, ,fi), Pp), 
从 而 
p 二 0(m, p’), 

由 此 得 出 ,理想 tm 在 点 a 有 一 个 指数 为 1 的 孤立 准 素 分 支 9, 即 
9 一 了。 因此 每 一 个 以 a 为 零点 的 多 项 式 可 以 被 4 整除 , 

关于 诺 特定 理 的 其 他 特殊 情形 及 应 用 ,可 参看 作者 本 人 的 
“Einfihrung in die algebraische Geometrie” (Spvingov-Vevlag; 1939). z 


y 124. 多 维 理想 归结 到 零 维 理想 


在 这 一 节 里 ， 我 们 打算 把 在 $ 123 里 对 于 零 维 理想 所 证 明 的 
定理 扩充 到 多 维 理想 上 . 

方法 如 下 : 设 4 是 K[x] 中 一 个 z 维 准 素 理想 , p 是 属于 它 
的 素 理想 , {5.，,*……, 8,} 是 它 的 一 般 零 点 , 又 设 (例如 ) 561,:……, 
是 代数 无 关 的 ， 那么 可 以 通过 代 换 Xl 一 上 1， ”MXd = 8 将 理想 人 
与 ?化 为 零 维 理想 . 我 们 对 理想 q 的 一 切 多 项 式 4 施行 这 个 代 换 ; 
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于 是 多 项 式 4 变 为 K(E,, 9 Ea) [za xn] 中 的 多 项 式 9 ， 
它们 生成 一 个 理想 9。 显然 只 需 对 基 多 项 式 4 …，94， 施行 代 换 
2 一 上 xd 一 5 就 够 了 ; 这 时 对 应 的 多 项 式 91,…', 9; 生成 
理想 q9 : 
9 一 《41 ，9r)， 

理想 q 显然 由 多 项 式 9 除 以 5 …， 6 的 任意 异 于 零 的 多 项 式 
9 所 组 成 ; 因为 多 项 式 7 在 玫 [5……，5，xstt xz] 中 作成 
一 个 理想 ,并 且 为 了 得 到 它们 在 区 (5 ，#) [xarrs“*， xa] 所 
生成 的 理想 ,只 取 容 许 带 有 分 母 9? 即 可 . 

如 同 由 9 产生 9 的 方法 那样 ,由 p 可 以 产生 一 个 理想 P , 并 且 
一 般 地 由 每 一 理想 m 一 《f,*…, 了 ) 可 以 产生 一 个 理想 m == (fi， 
,1). 

代 换 x 一 51,"…, ra 二 8&4 的 几何 意义 ,是 用 通过 9 的 流 形 的 
一 般 瓜 的 线 些 空间 二 一 51,……*, x4 一 84 去 截 这 个 流 形 . 

设 人 x,“ x,) 是 一 个 多 项 式 , 而 51， ***， 64 Xdtl9 ***3 
ra) 属于 9 那么 根据 上 述 ， 


Er) 二 gq _ g(t, x) 二 0 
1 和 #) plE1s***, Ea) mE) 其 中 g(x) (9)， 


从 而 
ql(é, x) 一 p(sE)f(E, *). 
于 是 由 名 ,……:，é4 的 代数 无 关 人 性 推出 
q(x) = p(x)f(x) = 0(9), 
然而 车 p(5) 关 0 则 g(x) 半 0Cp), 从 而 
f(x) = 0(9). 
因此 ， 为 了 判断 一 个 多 项 式 f(x) 是 可 属于 9q, 只 需 研 究 对 应 的 
f 一 51 xdtl xz) 是 否 属 于 9 .于 是 9/ 唯一 确定 4. 
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我 们 现在 断言 : 理想 9 在 KCé,, “**, 5a) 1 Ya “»°, Xsj] 中 是 
准 素 的 ;属于 它 的 素 理 想 是 p; q 的 指数 等 于 9 的 指数 ; 8 的 一 般 
零点 是 {8a41,"…*…， Es}, 且 p 的 维 数 是 零 ， 

证 . 为 了 证 明 q 是 准 素 的 而 f 是 属于 它 的 素 理 想 ， 只 需 证 
朋 下 列 三 个 性 质 : 

1. 由 1 x)g(s, xz) 三 0(q) 及 f(8, x) 关 0(p) 就 有 g(8， 
xz) 二 0(9 ). : 

2. 由 fj(#, zx) 三 0(9) 就 有 (8, x) 三 00 ). 

3. 由 人 #8, x) 二 0(p') 就 有 (#8, x)? 三 0(9). 

在 所 有 这 三 个 性 质 中 都 可 以 假定 了 与 8 是 与 ,……，#s 的 有 理 
整 滔 数 , 因为 在 其 他 情形 只 要 索 以 一 个 适当 的 多 项 式 p(8) 蔓 可 . 
于 是 根据 上 面 的 往 记 ， 一 般 可 以 用 * 代替 5, 用 9 代替 9 用 p 代 
检 VV; 这 是 因为 1(#, xz) 三 0(9) 与 f(x) = 0(9) 等 价 ， 等 等 。 然 
而 在 这 样 代替 之 下 , 1., 2., 3. 所 说 的 不 是 别 的 ， 就 是 4 是 准 素 的 
而 p 是 属于 它 的 素 理 想 ， 这 一 点 是 我 们 已 知 的 。 同时 也 证 明了 ， 
q 与 9 的 指数 相同 . 

为 了 证 明 {s ,各 是 的 一 般 零点 ,我 们 只 需 证 明 ,如 
果 
\ f(&1, “Ea 51 £,) = 0， 

这 里 1 对 于 1，,"…, #4 是 有 理 的 而 对 于 54m,，**, $4 是 有 理 整 的 ， 
那么 

- 1(€, x) 二 0(P )， 
并 且 反 过 来 也 成 立 ， 我 们 还 可 以 进一步 假定 了 对 于 总 ，# 也 
是 有 理 整 的 .然而 这 时 从 #5, x) 三 0(P 与 f(x) 二 0(p) 等 价 ; 因 
此 ,注意 到 (5, …，5} 是 bp 的 一 般 零 点 ,断言 的 这 一 部 分 也 被 证 
明 ， : | 加 
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最 后 ,由 于 5， 对 于 下 (5 ,$4) 来 说 是 代数 的 ， 
所 以 P 的 维 数 是 零 ， 这 样 ,一 切 论断 都 被 证 明 ， | 

用 同样 的 方法 也 可 以 证 明 , 如 果 q9 是 理想 mm 一 《有 ,ff) 的 
一 个 准 素 分 支 ， 那 么 9 也 是 对 应 的 理想 mm 一 (有,'…*, 了) 的 一 个 
准 素 分 支 。 如 果 q 是 外 的 一 个 孤立 分 支 , 那 么 站 也 是 玫 的 一 个 耻 
立 分 支 。 

将 一 切 准 素 理想 化 为 零 维 理想 所 发 展 的 方法 使 我 们 掌握 一 个 
工具， 用 来 对 每 个 给 定 的 多 项 式 f 来 判断 它 是 否 属 于 一 个 给 定 的 
理想 m 二 (fh,…, f,)， 预 先 假定 mm 已 经 被 分 解 为 准 素 分 支 : 

m= [q,..*, 9q]. 
对 于 每 一 个 准 素 分 支 9 求 出 相应 的 零 维 理想 q, 然后 将 域 扩张 为 
KK(&1,.…., 564), 使 得 9 分 解 为 准 素 理 想 9,, 其 中 每 一 9, 只 有 一 个 
零点 4a”, 再 根据 $ 123 所 述 的 方法 ,利用 “ 诺 特 条 件 ” 
(1) 三 009 p), b= (ra CO— a x CO ad 
来 研究 多 项 式 了 是 否 属 于 理想 9, 一 《9', pr), 从 而 是 否 属 于 理想 
9 . 因为 pp 的 零点 对 于 (C51,…, #4) 共 轿 ,所 以 s, 从 而 % 也 对 
于 (5&1,.…, 84) 共 统 ; 因此 只 需 对 每 一 9 研究 一 个 9, 即 可 ,这 
样 , 我 们 只 需 添加 每 一 9 的 一 个 零点 ， 设 {4m、…, 5,} 是 这 样 
一 个 零点 。 于 是 如 就 被 素 理想 
ps = (xarr 一 Ear9***» Ys 一 翅 ) 

所 代替 ,而 代替 条 件 (1), 我 们 可 以 利用 较 方便 的 条 件 
(2) f 二 0m, pf); 
因为 (2) 对 于 f 三 0(m) 来 说 也 是 必要 的 ,并 且 由 (2) 立 即 得 (1)。m 
的 每 一 准 素 分 支 所 必须 满足 的 条 件 (27 叫 做 享 策 尔 特 (Hentzelt) 判 
定 标准 或 享 策 尔 特 零 点 定理 ， / 

特别 ,者 9 是 m 的 一 个 孤立 分 支 , 那么 9 也 是 m 的 一 个 孤立 
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分 支 , 于 是 我 们 可 以 象 $ 113 那样 由 条 件 
pf = 0Cm ,pe™!) 
来 确定 指数 o. 

由 对 于 f 三 0(9) 的 条 件 (1) 最 清楚 地 揭示 出 准 素 理想 固有 的 
几何 意义 : 为 了 使 多 项 式 了 属于 一 个 准 素 理想 ， 和 名 要 对 于 了 在 
一 个 不 可 约 流 形 的 一 个 一 般 点 5 按 和 一 总 xn 一 总 的 宕 的 
展开 式 的 首 项 附加 某 种 要 求 , 例如 , 要 求 f 在 这 个 一 般 点 等 于 零 ， 
或 者 变 求 超 曲面 了 一 0 在 这 个 一 般 点 与 男 一 包含 M 的 超 曲 面相 
切 ,等 等 . 

习题 . 1. 利 用 化 为 零 维 理想 的 方法 证 明 , KK[x,,…,xs] 中 每 一 (2 一 1) 


维 准 素 理想 都 是 主 理想 ， : 
2.Kix,,…, xx] 中 每 一 纯 (w 一 1) 维 理 想 都 是 主 理想 , 反 过 来 也 对 ， 
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第 十 五 章 代数 整 量 


在 历史 上 ， 理 想 论 的 发 展 有 两 个 出 发 点 ， 代数 整 数论 及 多 项 
式 理想 论 . 这 两 个 理论 各 自从 完全 不 同 的 问题 展开 。 在 多 项 式 理 
想 方 面 以 零点 的 决定 和 关于 一 个 多 项 式 属 于 一 个 理想 的 充分 必要 
条 件 的 建立 作为 中 心 问题 ， 而 在 代数 整数 论 方面 则 从 因子 分 解 的 
问题 向 前 发 展 。 让 我 们 通过 以 下 的 考察 来 说 明 这 个 问题 是 如 何 形 
成 的 . 

在 数 a 十 bvV 一 5 的 环 里 , 其 中 a 与 5 都 是 有 理 整 数 ,元 素 的 
唯一 分 解 定理 不 成 立 。 例 如 , 9 容许 两 种 本 质 上 不 同 的 不 可 约 ? 因 
子 分 解 : 

9 一 3.3 一 (2 十 W 二 5)(2 一 W 二 5 


1) 数 3 与 2 士 Y 一 5 的 不 可 约 性 容易 由 它们 的 范 数 (参看 $ 44) 是 9 得 出 .如果 它 
们 可 分 解 ， 那 么 必定 或 者 两 个 因子 有 范 数 土 3, 或 者 一 个 因子 有 范 数 士 1. 具 
有 范 数 土 3 的 数 a 十 bY 一 5 是 不 存在 的 , 因为 这 时 必须 有 


+ 32’ = 土 3， 
这 在 整数 里 面 是 不 可 能 的 。 一 个 具有 范 数 土 1 的 数 必定 是 可 逆 元 案 土 1 之 一 ， 
因为 
a + 56: = 十 1 


仅 能 被 4 = 土 1 且 5 = 二 0 所 满足 . 


2) 一 个 类 似 的 事实 以 前 在 数 a 十 5V 一 3 所 成 的 环 ($ 22, 习题 5 ) 里 已 经 遇 到 :在 
那里 数 4 有 两 种 不 同 的 分 解 .。 然而 在 这 一 情形 通过 对 环 葵 加 县 


一 一 上 -二 工 V 二 3 
73 


(参看 $21, 习题 5 ), 唯 一 分 解 定理 仍 成 立 .但 是 我 们 将 要 看 到 , 环 CCW 二 5 在 
它 的 商 域内 这 样 的 一 个 有 限 扩 充 是 不 可 能 的 ， 
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这 一 事实 促使 戴 德 金 (仿照 库 默 尔 (Kummer) 对 于 分 圆 域 通 过 引入 
某 种 “理想 数 ” 而 强制 得 到 因子 分 解 的 唯一 性 的 办 靶 ) 将 元 泰 的 领 
域 扩 充 到 (他 所 首先 命名 的 ) 理 想 的 领域 。 于 是 他 可 以 证 明 、 在 这 
样 的 领域 里 ， 每 一 个 理想 都 等 于 素 理想 的 唯一 确定 的 乘积 。 事 实 
下 ,在 上 述 情形 ,如 果 引 入 素 理 想 z 
p= (3,2+MV—5), p= (3,2—V—5), 
我 们 就 很 容易 验证 
(3) = pp (2 十 V 一 5 一同 (2 一 V 一 3) 一 防 
从 而 对 于 主 理想 (9), 我 们 得 到 唯一 的 分 解 
(9) 一 于 昌 ， 

在 这 一 章 里 ， 一 个 域 的 整 量 的 “古典 ”( 戴 德 金 的 ) 理 想 论 将 按 
近代 的 ,由 E. 诺 特 ?所 拟定 的 公理 形式 来 阐述 ， 在 叙述 中 并 不 候 
定 第 十 三 章 的 一 般 理 想 论 ,虽然 也 将 常常 涉及 它们 的 相互 关系 ， 


$ 125. 有 限 名 - 模 


我 们 考虑 关于 一 个 (不 一 定 交换 ) 环 的 模 , 这 就 是 说 , 以 旬 
作为 ( 左 ) 和 滁 子 区 的 模 . 通常 所 考虑 的 模 多 半 或 者 包含 在 员 内 ( 因 
而 征 咬 的 无 理想 ) 或 者 在 一 个 扩 环 S 内. 

所 谓 一 个 有 限 各 - 模 , 指 的 是 一 所 模 昕 , 它 是 由 一 个 有 限 模 基 


《ai， 3 ay) 生成 的 ， 换 句 话说 ， 巨 的 元 姆 都 可 以 由 413 "> ah 线 


性 表示 ,而 系数 取 自 员 或 为 整数 : 
(1) ma 

(r,€ 其 , 2, 是 整数 ). 
(如 果 吐 有 单位 元 ,并 且 同时 又 是 恒 等 算 子 , 那 么 项 R141>** “10. 


1) E. Noether, Abstrakter Aufbau der Idealtheorie in algebraischen Zahl .und 
Funktionenk6rpern, Maih. Ann., 96 (1926), 26—61. 
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自然 是 多 余 的 .) 在 这 一 情形 我 们 记 缴 = (aq,……, a;). 

我 们 说 ,对 于 一 个 模 员 因子 链条 件 成 立 , 如 果 趾 的 子 模 9 ， 
39， … 的 每 一 个 链 ， 其 中 每 一 个 后 面 的 都 真正 包含 它 的 前 一 个 
《 征 前 一 个 的 走 因子 ”7): 

Di CC M,C..., 

在 有 限 步 后 终止 ， / 

定理 . 如 果 因子 链条 件 对 于 呀 遍 立 ,那么 叫 的 每 一 个 子 模 
都 有 一 个 有 限 基 ,并 且 反 过 来 也 成 立 ， 

这 个 定理 是 $106 关 于 理想 基 与 因子 链条 件 的 定理 的 一 般 化 ， 
证 明 完 全 类 似 ， 

为 了 找 出 子 模 名 的 一 个 基 ， 我 们 首先 在 % 里 找 出 一 个 元 素 
a1。 如 未 (aw) 二 多 ,那么 已 经 完成 ;假定 在 和 里 还 有 一 个 元 素 a， 
在 a; 不 属于 Ca)， 车 (a1, ea) 一 多, 那么 已 经 完成 ;否则 再 求 出 一 
个 元 素 a3, 如 此 等 等 。 如 果 我 们 已 知 模 链 

(a1) TC a, a2) CT (a a 43) Ce 

在 有 限 多 项 必须 终止 ,那么 名 有 一 个 有 限 基 ， 

反 过 来 ,如 果 听 的 每 一 个 子 模 都 有 一 个 有 限 基 , 而 
DC PC... 

是 趾 的 子 模 的 一 个 因子 链 ， 那 么 一 切 对 ,的 并 3 仍 是 一 个 子 模 ， 
它 也 有 一 个 有 限 基 : : 
%3 一 (a1,* + 4a; )。 

然 向 一 切 4, 已 经 包含 在 这 个 链 的 某 一 个 骤 , 里 ,因此 % CW, 从 
而 名 二 对,， 于 是 这 个 链 在 ,处 终 目 ， 
在 怎样 的 条 件 下 因子 链条 件 对 于 中 确实 成 立 , 由 以 下 定理 指 
出 : 
如 果 在 跨 里 因子 链条 件 对 于 直 理 想 成 立 ， 而 叫 是 一 个 有 限 
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咒 - 模 ,那么 在 听 中 因子 链条 件 对 于 咒 - 模 成 立 。 

于 是 这 一 命题 等 价 于 (基于 以 上 定理 ) 

如 果 在 跑 内 每 一 个 左 理 想 都 有 一 个 有 限 理 想 基 ， 而 咀 有 一 
个 有 限 届 - 模 基 , 那 么 串 的 每 一 个 子 模 也 有 一 个 有 限 只 - 模 基 . 

证 明 与 希 尔 伯 特 基 定 理 〈$ 106) 的 证 明 完 全 类 位， 设 吐 = 
Ca, 44)， 叉 设 针 是 串 的 一 个 子 模 。 必 的 每 一 个 元 素 可 以 写 
成 形式 (1)。 如 果 在 表示 式 (1) 里 的 2 个 系数 rm, ………, ns 中 ,后 
24 一 个, 即 由 第 ! 十 工 到 第 2 个 ,系数 都 是 零 ,那么 就 说 这 个 表 
示 式 有 长 度 过 1， 我 们 现在 考虑 出 现在 饼 里 , 长 度 万 1 的 一 蕊 表 
不 式 . 我 们 立即 看 出 ,它们 的 第 7 个 系数 (ri 或 4-.;) 作 成 或 整 
将 还 5 中 的 一 个 左 理 想 。 这 个 理想 有 一 个 有 限 基 

(bn,***, bi,). 
每 一 bi, 都 是 某 一 个 表示 式 (1) 的 最 后 (第 ! 个 ) 系数 (ri 或 11，)， 
我 们 把 这 个 表示 式 记 作 B,,: 

ip 一 1 十 … 十 pp 或 一 fd 十.…。 士 Ci 
我 们 断言 ,一 切 这 样 的 Bp (1 一 1,…, 2h; 2 一 12) 在 一 起 
作成 区 的 一 个 基 。 事实 上 : 所 的 每 一 个 长 度 为 7 的 元 素 (1) 可 以 
通过 减 去 一 个 Bn,…，B,, 的 线性 组 合 ( 系 数 在 旬 或 C 内 , 由 1/ 
而 定 ) 而 将 它 的 最 后 (第 ! 个 ) 系 数 消去 ,这 就 是 说 ， 化 为 一 个 长 度 
较 短 的 表示 式 ; 后 者 又 可 以 按 同 祥 办 法 将 它 的 长 度 缩短 ,直到 经 过 
逐次 减 去 Bi, 的 线性 组 合 最 后 剩 下 的 是 零 为 止 ， 于 是 史 的 每 一 个 
元 系 可 以 写成 Bi 的 线性 组 合 . 证 毕 . 如 果 理 想 《bn,-…, 51,,) 的 
某 一 个 是 零 理 想 ,那么 对 应 的 Bi, 在 这 个 基 里 是 完全 多 余 的 . 

特别 , 阁 和 是 一 个 主 理想 环 , 那么 负 的 每 一 个 理想 都 有 一 个 
只 由 一 个 元 素 构 成 的 基 ; 于 是 对 于 每 一 个 ! 只 得 到 一 个 5 并且 只 
得 到 一 个 B,。 因 此 在 这 一 育 形 ， 我 们 求 得 一 个 基 (Bi, “*:, B,), 
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其 中 基 元 素 的 个 数 与 呀 的 原 有 基 元 素 的 个 数 相同 ， 如果 蝗 的 基 
(a1,*……， 44) 线 性 无 关 , 那 么 很 容易 证 明 , 基 (B1,*……，Bs) 在 去 掉 
那些 对 应 于 b, 一 0 的 Bi 之 后 也 线性 无 关 ( 参 看 $ 134). 


$ 126. 关于 一 个 环 的 整 量 


设 负 是 环 信 的 一 个 子 环 ， 

区 的 一 个 元 素 + 吕 做 关于 名 是 整 的 ,如 果 z 的 一 切 才 "都 属 本 
一 个 有 限 和 R- 模 (41,……, aw), 或 者 如果: 的 一 切 磊 都 可 以 由 叉 
的 有 限 个 元 素 a1,* ,awm 线性 地 表示 成 
(1) 1 二 让 Qi 十 一 十 fmam 十 抽 丰 十 十 Wmam 

(r,€ RR,#, 是 整数 ) 

特别 , % 的 每 一 元 素 7 关于 名 都 是 整 的 ,因为 +, 下 ; 天 都 
属于 R- 模 (+)， 仿 的 单位 元 ,如 果 存 在 的 话 ,关于 胃 总 是 整 的 ， 

如 果 入 是 一 个 域 ， 那 么 它 包含 另 的 商 域 P, 于 是 一 个 整 量 
的 一 切 宪 都 与 有 限 个 元 素 a1,"…, aw 线性 相关 ,系数 在 P 内 ;因为 
P 非但 包含 环 久 ,而 且 还 含有 单位 元 。 因此 在 上 的 震中 只 有 有 限 
多 个 关于 P 线性 无 关 ; 所 以 上 是 了 P 上 的 代数 元 。 因此 ,代替 整 
， 斤 ”也 可 以 说 代数 整 量 , 

如 果 员 是 一 个 环 ,在 其 中 因子 链条 件 成 立 ， 那 么 由 $ 125, 因 
子 链 条 件 对 于 有 限 避 - 横 (a1,.…*, am) 的 于 模 也 成 立 ， 特 别 ， 模 的 
链 

(2) C(t, 2) SE: 


不 能 由 完全 不 同 的 模 组 成 :这 就 是 说 , : 的 某 一 个 军 可 以 由 较 低 次 


1) 在 这 一 节 里 ,关于 规 都 只 理解 为 具有 正 措 数 。 
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带 线 性 表示 : : / 

(2) 2 

反 过 来 ,如 果 : 是 护 的 一 个 元 素 ， 它 对 于 某 一 适当 的 容许 一 个 
形式 如 (2) 而 系数 在 名 或 C 内 的 表示 式 , 那 公 逐次 利用 (2),: 的 
一 切 较 高 次 的 究 都 可 以 由 有 限 个 1, 2 …， 线性 表示 , 从 而 根 
据 我 们 的 定义 , z 是 整 的 。 这样 就 证 明了 : 

如 果 在 球 咒 内 。 因 子 链条 件 对 于 颇 理 起 成 主 ， 那 么 上 关于 对 
是 整 的 必要 且 充 分 的 条件 是 有 一 个 形式 如 (2) 的 方程 存在 ， 

当 冬 是 一 个 域 时 ， 方 程 (2) 又 带 来 了 是 代数 元 的 一 个 新 的 
意义 . 如 果 对 有 单位 元 , 那么 对 于 * 的 寡 还 可 以 谨 上 2 一 1, 此 外 
在 (2) 里 还 可 以 去 掉 尾 项 oz 十 … 十 po 3 从 而 代替 C2) 我 们 
得 到 一 个 较 简单 的 方程 

pt 0, 
它 的 符 征 是 上 的 最 高 次 井 的 系数 是 1， 

例 . 代数 整数 是 这 样 的 代数 数 ， 它们 关于 通常 的 整数 环 C 是 
整 的 ,因而 满足 一 个 最 高 系数 是 1 的 整 系数 方程 。x1,"…, x, 的 代 
数 整 函数 是 发 (x …，xs) 的 一 个 代数 扩 域 内 的 这 样 的 函数 ,它们 
关于 多 项 式 环 KK [xz1,………, zs] 是 整 的 ， 此 处 用 是 一 个 取 定 的 域 , 
tI，""*, Xn 的 缀 对 代数 整 函 数 是 这 样 的 函数 ,它们 关于 整 系数 多 项 
式 环 C[x,-，*, x,] 是 整 的 , 

在 一 个 交换 环 信里 ,两 个 关于 负 的 整 量 的 和 ， 关 与 积 仍然 是 
整 的 。 或 者 说 : 信 中 关于 名 的 整 量 作成 一 个 环 5. 

证 如 采 :的 一 切 幕 可 以 由 a1,*… ,a 线性 表示 ,并 且 * 的 
一 切 赂 可 以 由 点 ，.…，2。 线性 表示 ， 那 么 ;十 1,s 一 1 或 :1 的 
一 切 芒 可 以 由 01， >, am DB 6ID CiB)。， “0 线性 
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起. 本 mi La， 二 me -Pr mu 一 一- ri 人 i . a . . 


我 们 现在 假定 因子 链条 件 对 于 环 6 的 理想 成 立 , 那么 就 可 以 
证 明 : 
整 性 的 传递 性 定理 . 设 吾 是 交换 环 科 中 (关于 子 环 中 的 ) 整 
量 所 成 的 环 了 又 设立 的 元 素 上 关于 与 是 整 的 ,那么 2 关于 吃 也 是 整 
的 (《 即 属于 与 )， 换 一 句 话说， 如 果 z 满足 一 个 形式 如 (2) 的 方程 ， 
它 的 系数 和 关于 跑 是 整 的 ,那么 上 本身 关于 咏 也 是 整 的 。、 
证 . 通过 累 次 应 用 方程 (2), 可 以 将 一 切 守 ztx 由 1, 2 
上 ”线性 表示 ， 系 数 或 者 是 整数 或 者 由 +, 的 寡 积 有 理 整 地 表示 。 
对 村 每 一 ”存在 叉 中 有 限 个 量 , 使 得 +, 的 一 切 圭 都 可 以 由 这 些 
量 线 性 表示 而 系数 或 者 属于 哆 或 者 是 整数 ;于 是 ,的 一 切 宪 积 都 
了 以 由 这 有 限 个 量 的 有 限 个 柜 积 线性 表 示 ; 用 ， 2 ……， 4: 乘 
这 有 限 个 乘积 , 最 后 也 将 1, 2,.…, #1 取 在 内 ， 那 么 仍然 得 到 有 
限 个 量 , 而 z 的 一切 可 以 由 这 此生 表示 系数 或 者 属于 
%, 或 者 是 整数 . 
一 个 环 6 册 做 在 一 个 扩 环 扩 内 整 闭 的 ,如 果 扩 的 每 一 个 关于 
S 的 整 量 都 属于 6. 特别 ,一 个 整 环 65, 如 果 在 它 的 商 域内 是 整 
闭 的 ,那么 就 简称 为 整 闭 的 ， 容 易 看 出 ,这 就 意味 着 ， 对 于 5 的 任 
意 元 素 ,如果 它 的 一 切 客 ?都 可 以 表示 成 分 数 ,并 且 分 母 为 6 中 
的 确定 元 素 ,那么 ;本 身 属 于 6. 实际 上 ,能够 用 来 表示 一 个 整 量 ; 
的 一 切 医 的 有 限 个 量 总 可 以 化 为 有 公分 母 的 分 数 , 反 过 来 .如果 
的 一 切 之 都 可 以 表示 成 分 母 为 的 分 数 ， 那 么 它们 都 可 以 由 一 个 
人 "线性 表示 ， 
由 以 上 的 定理 得 出 ， 在 全 的 交换 性 的 假定 下 , 入 中 关于 名 的 
一 切 整 量 所 成 的 环 S, 当 因子 链条 件 对 于 5 的 理想 成 立时 , 在 仿 
中 总 是 整 闭 的 0 
1) 同一 定理 也 可 以 在 没有 因子 链条 件 的 假定 下 来 证 明 , 如 果 代 赫 这 个 条 件 假定 听 
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对 于 一 个 整 环 的 整 闭 性 的 一 个 充分 但 非 必要 的 判定 标准 由 区 
下 定理 给 出 : 
一 个 有 单位 元 的 整 环 如 果 在 其 中 元 素 的 唯一 素 因 子 分 解 定 
理 成 立 , 那 么 在 它 的 商 域 内 是 整 财 的 . 
证 商 域 的 每 一 元 素 可 以 表 成 这 样 的 分 数 a/5, 其 中 4 与 6 
没有 公共 素 因 子 。 于是， 如 果 要 将 a/6 的 一 切 才 都 乘 以 单独 一 个 
量 < 而 把 分 母 去 掉 , 那 么 ca*, 从 而 < 必须 对 于 一 切 # 来 说 都 能 密 


b" 整除, 这 只 有 在 是 一 个 可 逆 元 素 ,从 而 一 一 “2 属于 整 环 时 


才 可 能 ， 

由 这 个 定理 得 出 ， 一 切 主 理想 环 (特别 整数 环 C), 每 一 个 整 
系数 多 项 式 环 以 及 每 一 域 K 上 的 多 项 式 环 都 是 整 闭 的 ， 

习题 . 1. 一 个 域 的 单位 根 对 于 每 一 子 环 来 说 总 是 整 的 。 

2. 高 斯 (Gauss) 数 域 T(i) 中 什么 样 的 数 关于 C 是 整 的 ? 域 T(p) 中 什 
人 么 样 的 数 关于 5 是 整 的 ,这 里 = 一 一 十 了 V 一 3 3 是 一 个 三 次 单位 根 ? 


3。. 如 采 整 环 尖 是 整 闭 的 ,那么 多 项 式 环 尖 [x*|] 也 是 整 闭 的 。 


$ 127. 一 个 域 的 整 量 


” 设 先是 一 个 整 环 ，P 是 它 的 商 域 ，。3 是 了 的 一 个 有 限 扩 域 而 
6 是 了 中 关于 % 的 整 量 所 成 的 环 ， 显 然 S 是 名 的 一 个 扩 环 ， 我 


在 它 的 商 域 P 内 是 整 闭 的 而 仿 是 的 一 个 有 限 扩 域 。 为 了 证 明 这 一 结论 , 将 
拉 扩张 成 为 中 上 的 一 个 正规 扩 域 冬 ',， 并 且 将 后 扩张 成 为 伪 ' 的 整 量 所 成 的 环 
各 .如 果 一 个 元 素 上 关于 后 是 整 的 ,那么 关于 后 "也 是 整 的 ,于 是 上 的 共 斩 量 ( 关 
于 焉 的 ) 从 而 这 些 共 姚 量 的 初等 对 称 函 数 , 即 t 的 定义 方程 的 系数 ,关于 后 "也 
是 整 的 。 于 是 根据 筑 的 整 闭 性 ， 这 些 系 数 属于 项， 从 而 1 关于 角 是 整 的 ,因此 
i € GG. 、 
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们 可 以 将 环 吕 , 6 与 域 P, 了 之 间 的 关系 用 图 来 表示 : 
ROCESS 
nn 
PC. 
在 这 一 节 里 ， 这 些 关系 都 是 固定 的 说 到 “ 整 ? 时 总 意味 着 : 关于 
4 是 整 的 . 

例 、 设 先是 通常 的 整数 环 ,于 是 P 是 有 理 数 域 , 3 是 一 个 数 
域 ( 对 于 P 是 有 限 的 ), 而 5 是 2 的 代数 整数 所 成 的 环 .， 

如 果 揭 是 一 个 多 项 式 环 ， 拓 一 K[xi,……, xs], 那么 P 就 是 
有 理 函数 域 ; 3 是 由 了 通过 添加 有 限 个 代数 函数 组 成 的 ,而 6 是 
域 了 中 的 代数 整 函 数 ;等 等 . 

我 们 的 目的 是 研究 6 中 的 理想 理论 ， 如 我 们 所 知 , 首先 需要 
研究 的 是 , 对 于 6 的 理想 来 说 ， 因 子 链条 件 的 情况 如 何 ， 确 切 地 
说 ,我 们 将 问 , 如 果 因 子 链条 件 对 于 哆 成 立 , 那么 是 否 可 以 转移 到 
6 中 去 .根据 $ 125 的 那些 定理 , 当 对 于 6 来 说 已 找 出 一 个 %- 模 
基 时 ,这 种 转移 是 可 能 的 。 这 就 是 我 们 的 第 一 个 目的 ， 

首先 有 一 个 预备 定理 : : 

设 5C 起 王 的 一 个 元 素 : 那 么 5 一 s/+, 这 里 ;EE 6, rE 

”证 ， 元素 满足 一 个 系数 属于 了 的 方程 ， 这 些 系数 是 关于 
页 的 分 数 。 乘 以 这 些 分 母 的 乘积 ,可 以 将 这 些 系数 化 为 和 中 的 量 : 
foo 二 om 十 十 7 = 0 
令 x 一 7+, 并且 乘 以 ”1, 于 是 有 

(ro)m” 十 nro 十 rar(ra)nm2 + oe + pa" 0, 
因此 ro 关于 久 是 整 的 ， 令 rc = s, 就 得 到 这 个 断言 . 

由 这 个 定理 推出 ,3 是 6 的 商 域 . 

如 果 元 素 三 是 整 的 ,那么 专 的 一 切 共 罗 量 (在 了 的 一 个 关于 卫 
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的 正规 扩 域 内 ) 都 是 整 的 

证 根据 假定 5 的 切 守 者 可 以 通过 中 有 限 个 量 线性 表 
示 ， 在 5 的 一 个 同 构 之 下 ,这 些 量 变 成 有 限 个 量 ,使 得 的 任 一 共 
统 量 的 一 切 咎 都 可 以 由 这 有 限 个 量 线 柱 表示 ， 

整 量 的 和 与 积 仍 是 整 的 ， 因此 与 二 共 思 的 量 的 初等 对 称 函 数 
也 是 整 的 。 由 此 推出 : 

如 果 在 一 个 整 量 吉 所 满足 的 王 上 不 可 约 方程 里 取 最 高 系数 等 
于 1， 那么 其 余 的 一 切 系数 关于 对 都 是 整 的 。 特别 , 如 果 及 在 了 
中 是 整 闭 的 ,那么 所 有 这 些 系 数 都 届 于 对， 

在 先是 整 闭 的 情形 下 , 这 个 定理 给 了 一 个 简便 方法 来 考察 一 


个 量 是 不 是 整 的 ,我 们 无 须 作出 $ 所 满足 的 一 切 方程 并 且 也 无 须 


检查 在 这 些 方程 中 是 否 存在 一 个 整 系数 方程 ， 只 要 取 一 个 最 高 系 
数 是 1 的 不 可 约 方程 即 可 。 如 果 这 个 不 可 约 方程 的 一 切 系数 都 是 
整 的 ,那么 § 也 是 整 的 ;否则 就 不 是 ， 

我 们 现在 作 以 下 的 约定 : 

I. 外 在 它 的 商 域内 是 整 闭 的 . 

I. 对 居中 的 理想 因子 链条 件 成 立 ， 

JII. 是 PP 的 一 个 可 分 扩张 

根据 $ 43, 由 IIIL. 推出 ， 5 是 由 一 个 "本 原 元 ”0 生成 的 : 3 = 
P(o)。 根据 上 面 的 定理 , o 二 s/r(s€ 6, re 从); 从 而 整 量 s 也 生 
成 这 个 域 ，s 满足 一 个 2 次 方程 ， 此 处 = 是 域 次 数 (2/P)， 中 
每 一 元 素 § 可 以 表示 成 


(1) 5 一 pe : z (pr EBP) 


的 形状 . 在 (1) 中 将 * 代 以 它 的 共 斩 量 s, (在 一 个 包含 了 的 关于 P 
的 正规 扩 域 内 ), 根据 $ 41, 这 样 的 共 斩 和 量 正好 有 ” 个 ， 于 是 对 于 
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8 的 共 斩 有 量 5,, 我 们 得 到 方程 组 


(2) 名 一 D>, past (» = 1, 2, 六 


候 据 江 德 蒙 (Vandermonde) 行 列 式 定理 , 这 个 方程 组 的 行列 式 是 
D= |#|= 1] (2 一 su), 


它 的 平方 是 "的 一 个 对 称 函 数 从 而 属于 P， 再 者 ， 因 为 共 箔 量 " 
都 不 相同 ,所 以 D 关 0， 于 是 可 以 将 方程 组 (2) 解 出 : 

D 

此 处 su 及 DD 都 是 5, 的 多 项 式 ,从 而 关于 旬 是 整 的 。， 把 这 些 方程 
乘 以 D, 于 是 得 到 


(3) D'or 一 3 DS 


现在 我 们 假定 是 S 的 元 素 , 因而 是 整 的 , 于 是 一 切 &, 也 都 
征 整 的 ， 从 而 (3) 式 右 端 是 整 的 。 然而 左 端 是 P 的 一 个 元 窒 ， 根 
据 名 在 P 中 的 整 闭 性 ，D2pi 必须 属于 9 令 D2pi 一 rx, 于 是 
pr 一 AD 因此 根据 G1》 : 
上 一 > riD™ se, 


于 是 5 的 每 一 元 素 § 可 以 由 DT-20，D-2a，.….，D-2o 一 线性 表示 
而 系数 取 自 甸 。 换 名 话说 , 5S 饼 包 含 在 有 限 %- 模 
I 一 (D2s0, D™2s, ， D™2s°71) 


ok 一 


内 . 
由 此 ,根据 $ 125 的 定理 得 出 , 6 连同 6 的 每 一 子 模 , 特别 G 
的 每 一 理想 ,都 有 一 个 关于 哎 的 有 限 HR- 模 基 ， 换 句 话说 ， 对 于 6 
中 的 喘 - 模 ,特别 对 于 6 中 的 理想 来 说 ， 因 于 链条 件 成 评 。 特别 ， 
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如 果 搓 是 一 个 主 理想 环 ,那么 6 以 及 与 的 每 一 子 模 都 有 一 个 线性 
无 关 的 器 - 模 基 . . 

当 I 不 成 立 从 而 卫 是 一 个 不 可 分 扩张 时 (特征 2)， 如 果 假 定 由 驶 的 元 
素 的 次 根 所 组 成 的 根 环 愧 V? (与 $ 42 中 根 域 类 似 ) 对 于 咒 是 有 限 的 ,那么 
同样 的 结果 也 成 立 - 这 对 一 切实 际 上 有 兴趣 的 情形 都 是 切合 的 。 例 如 , 设 猴 
是 一 个 多 项 式 环 : RR 一 K[x,，。…， xs]， 而 K 是 由 烷 域 二 通过 添加 有 限 个 代 
数 或 超越 元 9,，。，*, 0 而 成 的 : 


K = NH(0,, +**, 0,), 


于 是 
Ri/? = Ki/p[xt/p, «e+», x1?] 


_ neo es OE, es 
因此 尖 '/? 有 一 个 由 元 素 
021/p，。 » ,Or/P,xB /Pp,»» XA a/? z (0<a; <p, 
~ 0<Be<p) 
所 组 成 的 有 限 舌 - 模 基 , 如 果 用 有 限 性 条 件 代 埠 ti, 那么 全 的 有 限 性 可 以 如 
下 地 证 明 : 
耻 先 由 尖 '? 关 于 贡 的 有 限 性 ,借助 于 同 构 避 圭 R'7? 推出 和 RW? 关于 RY? 
的 有 限 性 ,等 等 。 如 此 继续 下 去 ,最 后 得 到 R'/?" 关于 提 的 有 限 性 
现在 设 和 人 是 包含 在 z 内 的 P 的 最 大 可 分 扩张 . 设 。 是 5 的 指数 , 那么 5 
在 人 与 A'/7" 之 间 ， 
如 休 习 是 和 中 整 量 的 环 , 那么 9 :5 是 A!7" 中 整 量 的 环 ; 因为 Auve 
中 一 个 元 素 是 整 的 , 当 且 仅 当 它 的 p* 次 知 是 整 的 ,因此 环 信 在 与 9 之 
间 。 根据 以 上 的 证 明 ， 钨 关于 搞 是 有 限 的 ; 因为 在 这 里 还 是 作为 一 个 可 分 
扩张 来 处 理 ， 于 是 由 同 构 9 兰 ®9:?", gg: 对 于 和 Vr" 是 有 限 的 。 然 而 由 假 
设 , 和 RW 对 于 名 是 有 限 的 ， 从 而 9: 对 于 各 也 是 有 限 的 。 于 是 象 以 前 那 
样 ,© 被 嵌入 一 个 有 限 咒 模 内 。 从 此 以 前 的 结论 都 成 立 。 


所 谓 在 3 中 的 一 个 %%- 序 模 指 的 是 卫 的 一 个 子 环 ， 它 包含 咒 
并 且 是 一 个 有 限 器- 模 。 根据 上 述 , 6 是 一 个 名 - 序 模 并 且 在 名 与 
5 之 则 的 每 一 环 也 是 。 反 过 来 ， 由 整 性 的 定义 立即 得 出 ， 允 中 每 
一 个 和 - 序 模 信 完全 由 整 量 所 组 成 ， 即 包含 在 S 内 。 由 此 我 们 可 
以 将 与 刻 划 为 互 中 最 大 的 R- 序 模 。 S 也 叫做 域 了 的 主 序 模 。 于 
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是 当 论 及 “ 域 的 理想 ”,“ 域 的 可 逆 元 素 * 等 等 时 ,我 们 永远 理解 作 S 
的 理想 , 6 的 可 逆 元 素 等 等 .根据 $ 126, 6 在 3 中 是 整 闭 的 . 
这 一 节 的 结果 对 于 B 上 的 非 交 横 代 数 来 说 不 再 成 立 , 这 一 事实 所 以 从 
效 ,主要 在 于 两 个 整 量 的 和 不 再 是 整 量 。 因 此 整 重 的 全 体 不 是 序 模 。 尽 管 每 
一 个 序 模 完 全 由 整 量 组 成 ,然而 不 存在 一 个 包括 一 切 序 模 的 主 序 模 ， 在 对 于 
z 的 适当 假设 下 ,存在 不 同 的 极 大 办 - 序 模 , 使 得 每 一 各- 序 模 , 因而 每 一 整 
元 至 少 被 包含 在 一 个 极 大 怖 - 序 模 内 。 关 于 这 种 极 大 办- 序 模 的 理想 论 可 以 
看 M, Deuring, Algebren. Ergecbn. Maih. Bd. 4, Hefi, 1 (1935). 
根据 适 才 所 证 明和 的 ， 在 5 的 一 切 RR- 序 模 内 因子 链条 件 成 立 ， 
因此 对 于 这 样 的 序 模 来 说 , $ $109 及 110 的 分 解 定理 及 唯一 福 定 
理 也 成 立 (将 一 切 理想 表 作 准 素 理 想 的 交 )， 
根据 $ 113 未 , 当 序 横 。 的 每 一 个 异 于 零 理 想 的 素 理 想 都 是 
极 六 理想 时 ，、 给 理想 论 带 来 很 大 的 简化 。 以 下 定理 指出 在 什么 时 
候 会 出 现 这 一 情形 : 
如 果 在 办 本 尖 《07 的 素 理 想 都 是 极 大 的 ， 那 么 在 住 意 
8- 序 模 ob 中 ,每 一 关 (0) 的 束 理 想 也 是 极 大 的 ， 
证 . ey p 征 "中 一 个 素 理想 , 它 含 有 一 个 非 零 元 素 t, 它 满足 
一 个 系数 在 只 内 ,最 高 系数 是 1 的 最 低 次 方程 : 
a as 一 
其 中 必定 a; 也 0, 因为 否则 zt 可 以 从 这 整个 方程 中 约 去 。 由 此 得 
a2 三 0(2) 三 0(P), 从 而 os 属于 交 门 只。 这 个 交 是 揭 中 一 个 素 
理想 , 因为 如 有 果 提 中 两 个 元 素 的 积 属 于 间 p, 从 而 属于 p, 那么 
必定 有 一 个 因子 属于 p, 从 而 属于 RN 站 p。 因为 oj 属于 素 理 想 
中 站 Pp, 所 以 这 个 素 理想 不 等 于 零 理 想 , 从 而 是 极 大 的 . 
现在 设 a 是 $ 的 一 个 真 因 子 ,，# 是 a 中 一 个 不 属于 p 的 元 素 ， 
那么 «仍然 满足 一 个 方程 
wu biu T+. +b=0, 
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因而 也 满足 一 个 最 低 次 同 余 式 

十 cuti1 十 .… 十 cx 三 0(p)， 
其 中 必定 cx 关 0 ph), 因为 否则 可 以 将 * 约 去 。 册 此 得 cx 二 0 
(wx) 三 0(a), 从 而 cx 属于 交 a 门 5 而 不 属于 p 站 RR。 于 是 这 个 交 
a 几 | 是 pn 5% 的 一 个 真 因子 ， 因 而 等 于 单位 理想 各， 所 以 a 含 
有 单位 元 ,从 而 4 = 二 %, 证 毕 ， 


特别 当 RR 是 一 个 主 理想 环 时 (整数 环 ， 域 上 一 个 不 定 元 的 多 


项 式 环 ), 这 个 定理 的 前 提成 立 ， 这 时 对 于 。 来 说 ,以 下 定理 成 立 ， 
即 每 一 个 异 于 零 及 单位 的 理想 可 以 唯一 地 表示 成 异 于 。 的 极 大 准 
素 理想 的 积 . 

然而 我 们 将 看 到 ,对 于 主 序 模 S 来 说 ,进一步 还 有 : 准 素 理 想 
都 是 素 理想 的 震 , 从 而 每 一 理想 都 是 素 理 想 肾 的 积 . 对 于 古典 的 戴 
德 金 理想 论 的 这 一 主要 结果 ， 由 于 它 对 于 数 域 及 函数 域 的 理论 的 
重要 性 ,我 们 将 给 出 一 个 直接 论证 ,而 不 涉及 准 素 理想 的 概念 及 一 
般 理 想 论 .这 一 点 将 在 下 一 节 按 照 W. 克 和 鲁 尔 ?的 一 个 方法 来 实现 

习题 . 1. 设计 是 一 个 主 理想 环 ，(w:，……，ws) 是 一 个 序 模 5 的 一 组 
线性 无 关 基 (在 这 一 情形 总 存在 一 组 线性 无 关 基 )), 并 且 设 (w!”)， …， wr) ) 
是 在 己 的 一 个 正规 扩 域 内 的 共 斩 基 ， 那么 “ 域 判 别 式 ” 


GD。 万 全) 


是 整 , 有 理 的 且 蜡 于 零 。 


2. 设 忆 = P(V 4a) 而 壬 在 P 中 整 六 ,证 明 , 数 二 = e +5V 4 关于 


是 整 的 , 当 且 仅 当 迹 与 范 数 : 
S(£) 一 二 十 台 一 (e+Vd)+(e 一 65VI) 一 2c， 
N(S) = 8:8 = (a +bVd)(a— 6bVd)= 4- bd 
都 属于 袖 ， 


i) W. Krull, Zur Theorie der allgemeinen Zahlring. Maih. Ann., 99 (1928), 
51—70. 
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3. 在 习题 2 里， 如果 人 各 二 K[x] 是 一 个 不 定 元 的 多 项 式 环 而 4 是 一 个 
没有 重 因 子 的 多 项 式 , 那么 5 = a 十 6V da 是 整 的 , 仅 当 4 与 5 都 属于 %. 

4. 在 习题 2 里 , 如 果 袖 = C 是 整数 环 而 4 是 一 个 无 平方 因子 的 整数 ， 
那么 当 4 天 1 (4) 时 , 数 1，W 4 组 成 主 序 模 的 一 个 基 ; 当 4 二 1 (4) 时 ， 数 1， 


+ V4 组 成 主 序 模 的 一 个 基 。 


$ 128. 古典 理想 论 的 公理 建立 


设 。 是 一 个 整 环 (无 零 因 子 的 交换 环 ), 在 其 中 下 列 三 个 公理 
被 满足 

I. 对 理想 的 因子 链条 件 。 

II. 一 切 异 于 零 理 想 的 素 理想 都 是 极 大 的 . 

II. o 在 商 域 3 内 是 整 闭 的 ， 

这 样 的 环 的 例子 是 ，1. 主 理想 环 ; 2. 在 商 域 的 有 限 扩张 下 按 
$ 127 的 图 式 由 主 理想 环 所 产生 的 主 序 模 (特别 是 数 域 及 一 个 变量 
的 函数 域 中 的 主 序 模 ). 

根据 II，3 中 关于 。 的 整 元 属于 。， 并 且 将 简称 作 整 元 素 , 
特别 , 3 的 单位 元 素 总 是 整 的 ,从 而 。 是 一 个 有 单位 元 的 整 环 ， 

现在 除了 。 的 理想 (或 中 的 o- 模 ) 外 ,我 们 还 考虑 卫 中 的 o- 模 ， 
就 是 2 的 子 集 , 它 在 含有 “ 与 的 同时 也 含有 。 一 5, 并 且 在 含有 
a 的 同时 也 含有 ye (此 处 > 是 整 的 )。 如 果 一 个 这 样 的 o- 模 有 一 
个 有 限 模 基 、 那 么 也 称 它 为 分 式 理想 。 如 果 一 个 o- 模 na 完全 由 整 
量 组 成 ( So), 因而 它 是 一 个 在 通常 意义 下 的 理想 , 或 者 如 我 们 
现在 所 说 的 ,一 个 整理 想 . 

两 个 o- 模 a 与 b 的 和 或 最 大 公 因 子 指 的 是 (正如 在 理想 的 情 
形 一 样 ) 一 切 和 a 十 5 所 组 成 的 模 , 其 中 ee a, 5e b; 同样 ， 积 ab 
指 的 是 由 一 切 积 a 所 生成 的 模 , 即 一 切 和 如 a,6, 的 全 体 ， 
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具有 限 模 基 的 o- 模 的 和 与 积 仍 具有 限 模 基 . 

在 以 下 的 定理 里 ， 德 文字 母 专门 用 来 表示 o 中 的 蜡 于 零 理想 
的 整理 想 , 同 时 字母 p 总 表示 一 个 天 (0) 的 素 理想 ， 

引 理 1。 对 于 每 一 个 理想 a, 存在 一 组 素 理想 pi 其 中 每 一 个 
pi 都 是 a 的 因子 ,而 它们 的 积 可 以 被 a 整除: 

pp2a* py = 0(a)， 

证 ， 如果 a 是 素 理 想 , 那么 引 理 成 立 ， 设 4 不 是 素 理 想 , 那 

么 存在 两 个 主 理想 b,c, 使 得 
bc 三 0(aq), b 闫 0(a), 天 0(a)。 

理想 5 一 (b, a), 一 (ca) 是 a 的 真 因 子 , 并 且 

bc = (b, ao -cy 0) = (be, ba, ac, 0o) 三 0(a, aa) 三 0(a). 
现在 假设 定理 对 于 理想 b 与 0 成 立 , 那么 存在 一 个 积 pm 

ps 三 0(b ) 及 另 一 个 积 pep 三 0(e )。 于 是 乘积 pp 

p, 圭 0(b’ .60) 二 0(a)， 从 而 定理 也 对 a 成立 ， 因此, 如 果 定 理 对 
于 某 一 理想 a 不 成 并 ,那么 它 将 对 于 4 的 两 个 真 因 子 之 一 六 或 0 也 
不 成 立 ; 同 样 ,又 后 者 有 一 个 真 因 子 , 对 它 来 说 定理 不 成 立 , 如 此 等 
等 ;于 是 就 得 到 一 个 真 因 子 的 无 限 链 ， 根 据 公 理 I 这 是 不 可 能 的 ， 
因此 引 理 对 于 每 一 理想 a 成 了 并. 

引 理 2. 车 p 是 素 理 起， 那么 由 mb 三 0(p) 得 出 a 三 0(p) 或 
b 三 0(p). 

证 。 如 果 a 关 0(p) 且 b 关 0(p), 那么 存在 的 一 个 元 素 “ 及 
5 的 一 个 元 素 5, 它们 都 不 属于 p。 冬 积 ob 属于 ob， 属于 p， 这 
与 p 的 素 理想 性 质 相 违 . 

我 们 用 扩 !: 表示 ( 整 或 分 式 ) 量 4 的 全 体 , 对 于 这 样 的 a, ap 是 
整 的 。 六 :显然 是 一 个 叶 模 ， 

引 理 3。 若 p 关 o, 那么 在 PP! 中 有 一 个 非 整 元 素 ， 


$37 . 


证 ， 设 c 是 p 中 任 党 一 个 异 于 等 的 元 素 . 根据 引 理 1, 存在 

一 个 素 理 想 积 
pp py = 0(c). 

我 们 可 以 假定 这 个 积 是 不 可 缩短 的 ， 即 没有 任何 部 分 积 ， 例 如 
pa "Pp, 三 0Cc)， 因 为 积 pp,… pb 可 以 被 p 整除 ,所 以 必定 有 一 个 
因 于 ,例如 记 , 可 以 被 整除 ,从 有 而 等 于 p。 

于 是 

pp2* + "Pp, = 0Cc), 
jp pr 关 0Cc). 
因此 在 pp*…p, 内 存在 一 个 不 属于 (ec) 的 元 素 5。 对 于 这 个 元 素 ， 
我 们 有 
pb = 0(pbh :pb,) = 0Ce). 

因此 pb/c 是 整 的 ; 从 而 b/c 属于 p77!， 然 而 由 于 5 世 0(c), 所 以 
b/c 不 是 整 的 ,证 毕 , 

定理 1， 若 p 冯 0, 那么 

pp = 0. / 

证 .根据 p97 的 定义 ,5 局 , 从 而 p 一 op 所 yp， 因此 整 

理想 pp™! 是 + 的 因子 ,从 而 或 者 一 ?或 者 = 9。 假定 
ppl pp 
由 此 将 推出 : p (pm 一 《ppp 一 pp 一 p, 同样 2 关节 == 
Pp, 等 等 。 于 是 , 若 4a 关 0 是 p 的 任意 一 个 元 素 而 5 是 vr! 的 一 个 元 
款 ,那么 az ke PFC) 是 整 的 ， 从 而 5 的 一 切 客 都 可 以 表示 成 具有 
一 个 固定 分 母 的 分 数 。 所 以 2 是 整 的 、 这 对 和 的 每 一 元 素 5 都 

成 立 ,与 引 理 3 矛盾 . 

我 们 现在 可 以 证 明 关于 因子 分 解 的 主要 定理 ; 

定理 2。 每 一 理想 4 都 是 素 理想 的 积 。 
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证 。 我 们 可 以 假定 a 闫 o。 根 据 引 理 1, 设 

(1) pba py SS 0Ca) 

并 且 数 + 选 得 尽 可 能 地 小 , 使 得 没有 更 和 壹 的 乘积 三 0(a)。 仍 设 ? 
是 a 的 任意 一 个 异 于 5 的 素 理 想 因 子 (根据 引 理 1, 这 样 一 个 因子 
必定 存在 )。 于 是 乘积 站 …p 可 以 被 Pp 整除 ,从 而 (根据 引 理 2) 
有 一 个 p; 可 以 被 pp 整除， 因为 这 个 p; 是 极 大 的 , 所 以 p; 一 Pp。 我 
们 不 妨 假 定 p 二 Pp。 以 六 ! 乘 (1) 式 ,于 是 有 

pp 二 0p"a) a 0(0); 
因此 pia 是 一 个 整理 想 , 它 已 经 能 够 整除 一 个 少 于 ? 个 夺 (0) 的 素 


理想 的 乘积 .现在 对 + 进行 归纳 , 即 假定 对 于 能 够 整除 少 于 7 个 素 、 


理想 的 积 的 那样 的 理想 来 说 ,定理 已 被 证 明 (对 于 能 整除 一 个 去 (0) 
的 天 理想 的 理想 来 说 是 显然 的 ), 那么 定理 特别 对 于 pa 成 立 , 即 
pia 一 py + op. z 
两 端 同 乘 以 p 就 得 到 所 寻求 的 a 的 表示 . 
这 种 表示 的 唯一 性 由 以 下 定理 推出 ， 
定理 3。 如 果 a 三 0(6) 且 a 一 pp 了 二 Pi**，-P， 那么 在 
b 的 表示 中 出 现 的 每 一 个 异 于 0 的 素 理想 也 在 a 的 表示 中 出 现 , 并 
且 至 少 以 同样 多 次 出 现 . 
证 ， 设 hh 天 0o。 因为 下 是 ae 的 因子 , 所 以 如 上 所 述 ,p; 必定 
在 9 中 出 现 。 例 如 设 p 一 py;。 于 是 有 
pa 0(Pr'b), 
Wa hp 
Pi'b 一 和， 
我 们 假设 定理 对 于 : ;的 较 小 的 什 经 这 了 (对 于 。 一 0, b 一 0 来 
痪 是 自明 的 ), 于 是 推出 ,每 一 个 异 于 5 的 理想 尺 ,…….，, ?至少 以 同 
样 多 次 出 现在 pb …。p 中 ,从 而 断言 得 到 证 明 。 
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da 


推论 1. 理想 a 被 表 成 素 理 想 积 的 表示 中 ， 除 因子 的 次 序 及 
因子 0 外 是 唯一 的 . 

推论 2， 由 整除 性 可 以 得 出 来 积 表 示 : 如 果 a 三 0(b), 那么 
0 一 be, 其 中 (是 整 的 ， 

我 们 只 需 取 % 的 这 样 的 素 因 子 的 积 作为 e, 即 从 na 的 表示 式 
中 去 掉 b 中 的 素 因 子 〈 每 一 个 的 次 数 与 它 在 5 中 出 现 的 次 数 相 
同 ), 所 剩 下 的 乘积 . 


习题 . 1. 在 数 域 T(VY 一 5) 的 主 序 模 中 ， 分 解 主 理想 (2) 与 (3) 为 
案 理 想 因子 . 


$ 129. 上 池 结果 的 逆 及 其 推论 


我 们 已 经 看 到 ,定理 2 与 3(§ 128) 由 公理 工 至 TI 得 出 , 这 两 
个 定理 合并 起 来 说 的 就 是 理想 的 唯一 素 因子 分 解 ， 现 在 这 一 事实 
的 反面 也 是 成 立 的 . 

设 D 是 一 个 有 单位 元 的 整 环 ， 又 设 在 0 中 每 一 整理 想 a 者 能 
表示 成 素 理想 的 积 : a 二 pph pi， 并 且 如 果 a 能 被 b 整除 ,那么 
在 9 的 任 一 分 解 中 每 一 个 异 于 6 的 因子 出 现 的 次 数 至 少 与 它 在 b 
的 分 解 中 出 现 的 次 数 一 样 多 。 于 是 在 p 中 公理 工 至 III 成 主 ， 

证 . 因为 每 一 个 整理 想 a 一 pf:… p?r 只 有 有 限 多 个 因子 
b 一 下 (ac 委 piy), 从 而 立 邑 得 出 因子 链条 件 ( 公 理 了 I)., 特别 ， 
一 个 素 理 想 p 只 有 因子 p 及 。 因此 公理 II 也 成 立 ， 

为 了 证 明 公 理 II (o 在 商 域 中 的 整 闭 性 ), 我 们 设 4 是 5 的 
一 个 元 素 , 它 对 于 。 是 整 的 ， 从 而 例如 加 可 以 由 加 ，. ..， lo-: 线 
性 表示 ， 或 者 换 一 句 话说 , 4 属于 o- 模 {= (1 和，.….， Mn- 
石和 一 a/b, 那么 将 ! 乘 以 8 一 (6”!) 可 以 变 为 一 个 整理 想 . 再 
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者 , [显然 满足 方程 一 I. 用 包 乘 ,我 们 得 到 : 
: (1b)? = (6)b, 
于 是 由 唯一 性 推出 
tb = b, 
由 此 :, 当 两 端 再 乘 以 所 党 时 ,就 得 到 
工 一 0. 
因而 4 是。 的 元 素 ,证 毕 . 

我 们 现在 将 考虑 定理 2 及 3 的 某 些 推 论 ， 它 们 同样 也 是 属于 
十 典 的 理想 论 的 ， 

由 整除 性 推出 乘积 表示 这 一 事实 ， 使 得 我 们 可 以 按照 如 同 在 
整数 的 情形 利用 素 因 子 分 解 的 方法 那样 来 计算 理想 的 最 大 公 因 子 
及 最 小 公 倍 . 

设 a 。 与 6 是 两 个 整理 想 ; 

= pprr, 
z z 0b 一 pri*** Per 
(在 这 两 个 等 式 里 , 将 出 现在 a 与 6 中 的 一 切 素 因 子 完 全 写 出 , 可 
能 带 有 指数 零 )， 每 一 个 公 因子 只 含有 出 现在 这 个 序列 里 的 素 因 
子玉 并 且 带 有 指数 和 zi， 此 处 一 是 数 pj;, ca: 中 较 小 的 一 个 ， 最 大 
公园 了 于 (ea, b) 必 定 能 被 每 一 公 因 子 ， 特 别 能 被 Wi 整除 ， 于 是 它 只 
能 是 
: pl ** pyr, 
本， 的 最 AIC2Da nb 
Pit*** prr, 
此 处 pg 是 数 Pi， 0; 中 较 大 的 一 个 ， 
定理 和 ”如 果 a 二 0(b), 那么 在 b 内 存在 一 个 元 素 4d, 使 得 
(a, 4d) = b, 


。541 。 


a 一 Pi fr， 
b 一 hz peor, (0 Zp) 
我 们 需要 如 此 选择 4, 使 得 4 能 被 b 整除 ,但 是 除了 的 因子 外 与 a 
不 再 有 任何 公 因子 .我 们 令 z 
C= pr + per 
ci 一 cb; 一 potl ee poi eee porti, 
那么 “ 天 0(o. 因此 存在 一 个 元 素 di;, 它 属 于 6 但 不 属于 于 是 
di 三 0(P7i*!)， 对 于 了 天 力 
di 关 0CpFit!). 
”和 
4 一 矶 十 …. 十 ad 
可 以 被 b 整除 (因为 一 切 心 都 能 被 5 整除 ). 然而 
d = di; 关 0(p?it!); 
因此 4 与 a 除 b 的 因子 外 ,的 确 不 再 有 任何 公 因 子 ， 
推论 . : / 
1. 在 同 佘 类 环 of/a 内 每 一 理想 b/a 都 是 主 理想 . 率 实 上 ,b/a 
由 间 祭 类 a 十 4 生成. 
2. 每 一 理想 了 都 有 一 个 二 项 基 (a, d), 此 处 ea 头 0 可 以 在 9 中 
任意 选取 . 
妈 令 a 是 了 中 任意 非 零 元 察 , 且 4 二 (a)， 由 以 上 定理 得 (a， 
dy) = b, 
3. 每 一 理想 b 都 可 以 通过 霖 以 一 个 与 给 定 的 理想 “无 公 因子 
的 理想 而 化 为 一 个 主 理想 ， 
证 ， 令 a= 避 由 以 上 定理 得 
(1) (a, d) 一 hb., 
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因为 a 可 以 被 整除 ,所 以 我 们 可 以 令 
(dy = bb, 


干 是 由 (1) 和 但 : 
(rb, bd) = )， 
从 而 :与 b 必定 无 公 因 子 . | 
习题 1. 令 D 是 一 切 商 a/2 的 环 ， 此 处 *, 是 整 的 而 5 不 能 被 给 定 的 
索 理 想 p,，.…,p; 整除 . 那么 对 于 5 的 每 一 个 理想 a 有 分 的 一 个 理想 外 与 它 
对 应 , 外 由 分 式 4/2 组 成 ,a€ a。 对 于 素 理想 六 ，-……，jh, 有 素 理 想 和 菠 ,，.……， 
书 , 与 它 科 对 应 , o 的 其 余 的 一 切 素 理想 对 应 着 分 的 单位 理想 . 分 的 每 一 个 


理想 可 以 唯一 地 表示 成 理想 第 ,，.…， 第 , 的 寡 积 。 再 者 , 中 的 每 一 理想 都 是 
主 理想 . : 


与 赋值 论 的 关系 


对 于 一 个 满足 $ 128 的 公理 的 环 0 的 每 一 个 素 理 想 #， 根据 $74, 有 商 
域 卫 的 一 个 p-adic 赋值 与 它 对 应 .实际 上 ,根据 $74, 一 个 p-adic 赋值 的 存在 
只 和 需 素 理想 8 的 下 列 两 个 人 性质 成 立 : 

A. 一 切 竹 p, Pr，*…. 互 不 相等 并 且 它们 的 交 仅 由 零 组 成 . 

B。 如 果 o 的 元 素 s 恰 被 产 整除 而 5 怡 被 p8 整除 ,那么 a6 怡 被 po+8 以 
除 ， 

性 质 4 意味 着 ,每 一 元 素 a0 恰 被 一 个 唯一 确定 的 短 pe 整除 。 然 而 在 
我 们 的 环 里 总 是 这 个 情形 ,因为 只 要 把 主 理想 so 分 解 成 素 因 于, 并且 考 察 哪 
一 个 守 如 在 这 个 分 解 中 出 现 。 同样 ,性 质 B 也 是 显然 的 . 

根据 $ 74， 当 a 恰 被 pe 整除 而 也 恰 被 p8 整除 时 ， 元 素 a/2 的 p-adic 赋 


值 
-~ 
定义 。 如 果 我 们 取 对 数 w(<) = 一 logg(c), 那么 
-ee 
一 个 等 价 赋值 (参考 $ 75) 由 
tw (2)=°: (cx 一 8) 
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给 出 ,此 处 o 是 一 个 任意 正 实 数 。 

我 们 现在 证 明 , p-adic 赋值 力 是 使 得 " 的 一 切 元 素 都 具有 非 侍 值 的 唯一 
赋值 ， 确切 地 说 : 

如 果 w(c) = 一 log p(c) 是 的 一 个 非 显 易 指 数 赋 值 ,在 这 个 赋值 之 下 
0 的 一 切 元 束 sa 都 有 非 负 值 w(4), 那么 它 与 一 个 p-adic 赋值 等 价 , 此 处 p 是 
0 的 一 个 素 理 想 . 


证 . o 中 具有 正 值 的 元 素 的 全 体 显然 是 0 的 一 个 素 理 想 p, 设 * 是 


的 一 个 元 素 , 它 恰 被 的 一 次 虞 整除 。 于是, 如果 a 恰 被 pc 整除 ,那么 
(2) : 40 = pt. 

在 5 中 存在 一 个 不 能 被 p 整除 的 元 索 c, 根据 (2), rec 能 被 4 整除 : 
(3) ne = ab. 

左 端 恰 被 产 整除 , 右 端的 因子 a 也 是 如 此 , 因此 & 不 能 被 Pp 整除， 从 而 
w(5) 二 0。 同样, w(c) = 0, 于 是 由 (3) 得 

wa) = wn) = ow (7). 

因为 w(x) 是 一 个 正 的 常数 ,所 以 赋值 w(e) 与 通过 w (a) = a 所 给 出 的 赋值 
等 价 。 

习题 2. 如 果 环 名 的 一 切 元 素 对 于 子 环 和 是 整 的 ,又 设 P 及 5 是 中 及 
5S 的 商 域 ， 那 么 P 的 一 个 p-adic 赋 什 在 上 的 每 一 个 开拓 都 与 的 一 个 第 - 
adic 峰值 等 价 . 属 于 这 个 赋值 的 马 的 素 理 想 季 是 中 的 素 理 想 p 的 一 个 因子 。 

3. 肥 过 来 ， 如 有 果 扩 环 6 的 一 个 素 理想 第 是 子 环 的 素 理想 p 的 一 个 
因 于 并 且 如 果 对 于 季 有 一 个 第 -adic 赋值 与 它 对 应 , 对 于 p 有 一 个 p-adic 赋值 
与 它 对 应 ,那么 第 一 个 赋值 与 第 二 个 赋值 的 一 个 开拓 等 价 ， 


3130. 分 式 理 想 


在 $128 我 们 称 商 域 了 中 一 个 具有 有 限 基 的 o- 模 为 分 式 理 
想 。 因 此。 的 理想 ,或 整理 想 ”, 是 特殊 的 分 式 理想 , | 

如 采 (g1，**…, 0,) 是 一 个 分 式 理 想 的 一 个 基 , 那 么 通过 乘 以 一 
个 适当 的 分 母 ,可 以 将 整个 的 基 , 从 而 将 这 个 理想 本 身 化 为 整 的 

有 反 过 来 ， 如 果 一 个 o- 模 a 可 以 通过 乘 以 一 个 整 量 5. 关 0 化 为 
整理 想 ,那么 作为 整理 想 , ba 有 一 个 有 限 基 
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由 此 得 


这 样 就 证 明了 ， / 

号 的 一 个 o- 模 是 有 限 的 ， 从 而 是 一 个 分 式 理想 ， 当 且 仅 当 它 
可 以 通过 乘 以 一 个 整 量 妨 和 0 化 为 一 个 整理 想 . 

我 们 已 经 看 到 , 如果。 与 5 都 有 有 限 基 ,那么 a.b 及 (ab) 也 
有 有 限 基 ,从 而 也 是 分 式 理想 .同一 结论 对 于 模 商 a:5 也 成 立 , 此 
处 a 与 b 都 是 整理 想 且 6 去 (0)5。 因 此 如 果 4 夫 0 是 5 的 任意 一 
个 元 素 , 那 么 

pb: (oa:b)ECb. (a:b)Caco; 

从 而 Q:b 通过 乘 以 5 化 为 一 个 整理 想 . 

特别 vo:p 一 村 :总 是 一 个 分 式 理想 . 
每 一 个 二 (0) 的 整理 想 或 分 式 理想 都 有 一 个 逆 ， 

证 ， 设 : 是 一 个 < (0) 的 整理 想 或 分 式 理想 ， 且 如 此 选取 
b 天 0, 使 得 姑 是 整 的 : 
(1) p=. 
现在 设 a 二 pip,…… p,， 那 么 根据 定理 1($ 128), 将 (1) 乘 以 pr!p;' 
… 和 我们 得 到 

(pT?pz * P76 一 5， 
从 而 证 明了 逆 
中 一 和 

人 存在. 

由 这 个 定理 推出 ， 闪 (07 的 整理 想 与 分 式 理想 作成 一 个 阿 员 


1) 关于 模 贾 Q;b( 在 互 内 ) 我 们 理解 为 互 中 满足 4bSa 的 元 素 4 的 全 体 ， 
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耳 群 . 
b 
于 是 方程 ae = b 对 ‘唯一 可 解 ， 这 个 解 可 以 记 作 om'b 或 一 ， 
由 以 上 定理 还 推出 ; 
每 一 个 分 式 理想 作为 两 个 整理 想 的 商 , 从 而 可 以 表 成 


的 形状 。 在 这 个 表示 式 里 可 以 将 同时 出 现在 分 子 及 分 母 中 的 理想 
约 去 . 
每 一 个 分 式 主 理想 (1) 可 以 表示 成 两 个 整 主 理想 的 商 , 具 有 以 
下 性 质 ， 使 得 任意 给 定 的 个 素 理 想 中 没有 一 个 胸 在 分 子 又 在 分 
母 中 出 现 . 
证 .。 设 已 经 约 简 的 表示 为 


并 且说 mm ,Pp, 是 ?个 给 定 的 素 理 想 。 通过 乘 以 一 个 与 冬 积 
p hp, 无 公 因 于 的 理想 b 将 分 母 化 为 一 个 主 理想 C4), 那么 
bp’- .pr bp + Pp 
Do 
于 是 
bpi* …p = (Nd). 
这 个 分 子 同样 也 是 主 理想 ， 理想,，，…, p; 中 没有 一 个 既 在 分 子 
义 在 分 母 中 出 现 ， 
习题 . 理想 分 式 or!b 等 于 横 商 b:a.， 
关于 数 域 中 理想 论 的 进一步 发 展 可 以 参考 E. Hecke, Vorlesungen iiber 
die Theorie der algebraischen Zahlen，Leipzig， 1923. 关于 函数 域 中 的 理想 


论 和 它 的 应 用 可 参考 戴 德 金 及 韦伯 (Weber) 的 黄 基 性 著作 : Crelles Journal， 
92 (1882), 181. 
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$ 131. 任意 整 闭 整 环 中 的 理想 论 


有 许多 重要 的 整 环 ,它们 虽然 满足 $128 的 公理 1 及 1II, 然而 
却 不 满足 公理 I。 我 们 只 提出 多 于 一 个 变量 的 多 项 式 环 :KK[%， 
… ,x4], 整 系数 多 项 式 环 Cf[*4,，………, xs] 以 及 它们 的 有 限 整 闭 扩 
张 ( 主 序 模 ) 作 为 例子 ， 在 所 有 这 些 环 里 ， 一 个 异 于 零 及 单位 理想 
的 素 理 想 可 能 有 一 个 同样 也 异 于 零 及 单位 理想 的 素 理 想 作为 真 因 
子 . 因 此 在 这 样 的 环 里 , $ 128 的 理想 论 不 成 立 . 然而 我 们 将 指出 ， 
和 如果 将 理想 的 相等 用 一 个 即将 定义 的 “ 拟 相等 "关系 来 代替 ， 其 站 
的 主要 结果 仍旧 保持 0 
这 5 是 一 个 整 环 , 在 它 的 商 域内 是 整 闭 的 . 以 下 用 德 文字 
母 表示 异 于 零 理 想 的 分 式 理 想 , 凤 5 中 的 o- 模 , 它 可 以 通过 用 。o 中 
一 个 寞 于 志 的 元 素 去 羔 而 变 为 整 的 。 关于 逆 理 想 a~! 仍 指 的 是 3 
中 这 样 的 元 素 ” 的 全 体 ,对 于 这 样 的 元 素来 说 , ra 是 整 的 。” 
我 们 定义 :a 拟 相等 于 b 如 果 o 一 的 :， 记 作 a ~ b， 关 系 
~ 显然 是 自 反 的 ,对 称 的 和 传递 的 ， 
同样 , a HU 做 5 的 一 个 拟 因 子 ,5 叫 做 a 的 一 个 拟 倍 ， 如 果 
0 的 换 名 话说 ,如 果 orib 是 整 的 ， 记 作 a 委 b 或 b 之 沁 
符号 委 及 ~ 的 简单 性 质 是 : 
1. 由 a 地 5 得 na 拓 b 证 上 朋 显 然 )， | 
2. 如 果 a 是 主 理想 : a 点 《4a), 那么 由 a 委 晶 肥 过 来 使 得 出 
a 忆 b。 因 为 这 时 o = 《a1); 籽 据 假设 ,ob 是 整 的 ， 于 是 ob 
是 整 的 ,这 就 是 说 , 5 的 一 切 元 索 可 以 被 a 整除 . 
3, “人 0 上 且 同 时 a >。， 那么 pb， 
1) 由 作者 在 Math。Ann.，101 (1929) 所 建立 的 理论 由 E， 网 玫 修 改 为 雍 较 完 美 
的 形式 ,并 且 以 这 个 形式 在 这 里 首次 发 表 ， 
,S47 s 


4. a 的 一 切 拟 倍 b, 特别 ,一 切 与 a 拟 相等 的 b, 具有 性 质 b S 
《aq™1)"1, 《由 bo 的 整 性 立刻 得 出 . ) 

因此 ,特别 有 a (a™')™Y。 由 此 根据 1. 得 a 兰 《o)， 态 一 
方面 oo 一) 是 整 的 ,从 而 ae 等 (ao 于 是 

5. a ~ (a) 

根据 4. 与 5. 《a™1)™! 是 与 a 拟 相等 的 最 大 理想 , 将 它 记 作 上 a”, 

6. 如 果 a 委 那么 ac 委 B。 因为 (ea)™iea 是 整 的 ， 所 以 
(ca) fg SolEb 从 而 (Ca)”kb 是 整 的 ,或 ea 委 部 

7. 如 果 a ~ b, 那么 & ~ be. 《由 6. 得 出 .) 

8. 如 果 a ~b 有 日 c ~ 3, 那么 ae ~ bp5。( 因 为 由 7.a ~ be ~ 
bb ) z 

如 未 将 与 一 个 理想 拟 相等 的 一 切 理想 归并 成 一 类 ， 和 那么 根据 
8. 乘积 ac 的 失 仅 与 ea 的 类 及 “上 的 类 有 关 。 因 此 我 们 可 以 定义 后 两 
类 的 乘积 为 乘积 ac 的 类 ， 

9. 关于 类 的 乘法 的 单位 类 是 与 单位 理想 o 拟 相等 的 理想 所 在 
的 失 ; 因 为 对 于 每 一 理想 a 来 说 , ao 一 a. 

10.5 的 一 切 拟 倍 ， 特 别 是 单位 类 中 的 一 切 理 想 , 都 是 整 的 . 
(2. 的 特殊 情形 : 令 一 1.) 由 此 推出 ,与 一 个 整理 想 拟 相等 的 一 
切 理想 仍 是 整 的 . z 

我 们 现在 证 明 关于 道理 想 的 最 重要 的 性 质 : 

11. QQA™Tl ~ 0， 

oo 之 0 是 显然 的 ;因为 oa-! 是 整 的 .只 剩 下 证 明 oor: 之 0, 或 
(aq-D-1Go, 如 果 4 属于 aa- 那么 aor-: 是 整 的 ,因此 4a-!So-， 
ha Xho Ga"!， 等 等 ， 一般 12 Cam, 从 而 "aria 是 整 的 ， 
如 打上 4 是 oa 的 任意 一 个 元 素 ， 那么 4 的 一 切 罕 乘 以 4 以 后 是 整 
的 ， 由 。 的 整 财 性 ,正如 $ 128 中 的 相应 部 分 那样 ,推出 本身 是 
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整 的 . 

由 11. 推出 ， 在 上 面 所 定义 的 类 的 乘法 之 下 ,a7! 的 类 是 a 的 
类 的 道 ，a 的 类 与 of! 的 类 的 积 是 单位 类 。 于 是 : 

定理 i。 拟 相 千 理 想 类 做 成 一 个 群 . 

以 下 两 个 规则 使 我 们 可 以 将 氢 整 除 性 及 拟 相 等 性 除去 单位 类 
的 因子 外 分 别 作为 整除 性 及 相等 性 来 刻 划 : 

12, 由 a 之 b 得 a = 65?， 其 中 ce~o 且 ?3 是 整 的 特别 ， 得 
a ~ bb, : 

13. 由 a~ 人 5 得 ac 一 bb, 其 中 cc~0 月 $3 ~ oo， 

捉 实 上 ,在 这 两 个 情形 ,我 们 有 aCbb”!) 一 b(Cab™!)， 


最 大 公 因 子 (a, 5) 目 然 既是 a 又 是 6 的 拟 因 子 。 我 们 现在 指 


出 : 

14.a 与 5 的 每 一 个 氢 公 因子 都 是 (a, 5) 的 拟 因 子 。 因 为 如 果 
5 年 这 梓 的 一 个 拟 公 因 于 ,那么 后 是 a 与 b 的 一 个 公 因 子 ， 从 而 
是 (a, b) 的 一 个 因子 . 

两 个 整理 想 ap 叫做 拟 无 公 因 子 的 ,如 果 (a, b) ~ "或 者 换 
句 话 说, 如果 a 与 b 的 每 一 个 整 拟 公 因子 都 与 o 拟 相等 。 

15. 如 朱 a 与 5 且 与 e 拟 无 公 因子 ,那么 也 与 积 tk 拟 无 公 因 子 . 
我 们 有 

(a, b): (ae) 一 (qq，ac，ba，、bec)SCa，br )。 

左 问 ~0, 因 此 右 端 也 必须 如 此 ， 

我 们 现在 证 明 属 于 E. 阿 廷 的 
定理 2. (加 细 定 理 ) 如 果 一 个 整理 想 a 的 两 个 因子 分 解 被 


(1) a ~ bb …b> ~ cc os 
那么 这 两 个 乘积 还 可 以 继续 分 解 
雪 汪汪 人 e- 


四 i 图 


(2) . bb~ To cz ~ ]] 
re + 


使 得 所 得 的 两 个 分 解除 因子 次 序 及 拟 相 等 外 是 一 致 的 。 

证 ， 令 (Bb, 6) 一 ba。 根据 12.b ~ bubi, 9 ~ bac。 由 此 得 
bi 一 〔(b 0) ~ Cbnbi, bne) = bu(pi, 01), 从 而 (bi, ec) ~ 50。 再 令 
(bi, 6) 一 62。 根 据 12. bi ~ bb， co ~ bwt; 又 得 到 (bi, 5) ~ 9. 
如 此 继续 进行 ， 最 后 得 bi ~ baba bwb 及 th, ~ becx 二 1, 2， 
… ,2)。 代 人 (1), 于 是 有 

bb 、.b bb. -b ~ bicibyes: bco。 
根据 群 的 性 质 (定理 1), 可 以 将 pl bo 消去 : 
bb,...b, ~ Ces: 。 0,, 

这 里 与 一 切 c， 因 而 也 与 乘积 mc … ce 拟 无 公 因 子 。 然而 
5 作为 因子 在 左 端 出 现 ,因此 它 是 乘积 cc 的 一 个 氢 因 于 。 所 
”以 必须 ~ 因而 也 可 以 将 因子 略 去 : 

b,: 。 “D mv CC,* . “0 

现在 可 以 对 8，"…*,bw 进行 同样 的 过 程 ,直到 所 说 的 分 解 (2) 
出 现 为 目 . 

从 现在 起 一 切 德 文字 和 母 都 表示 塞 于 零 理想 的 整理 想 ， 这 样 的 
一 个 理想 p HU 做 不 可 分 解 的 ,如 果 它 不 与 ? 拟 相 等 ,并 有 昌 在 每 一 个 
乘积 表示 p ~ mb 里 ， 必 定 有 一 个 因子 属于 单位 类 ,或 者 根据 12， 
这 就 是 说 , 如 果 p 不 与 0 氢 相等 ,并 且 除 去 与 $ 或 6 所 相等 的 拟 因 
子 外 ,没有 其 他 拟 因子 . 

如 果 将 一 个 不 可 分 解 理想 p 代 以 与 它 拟 相等 的 最 大 理想 ?#， 
那么 p* 的 每 一 个 整 真 因子 一 定 不 与 p 拟 相 等， 从 而 与 拟 相等 ， 
根据 4. 每 一 个 可 以 被 ?或 p” 所 整除 的 理想 都 可 以 被 p* 整除 ， 于 
是 有 
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16. p* 是 一 个 素 理想 .。 事 实 上 ， 如 果 两 个 主 理想 5 与 (的 
乘积 bc 可 以 被 六 整除 ,但 5 不 能 被 六 整除 ,那么 (b, p*) 是 六 的 
一 个 真 因子 ,从 而 与 。 拟 相等 ,因此 

C= 00 ~ (b, p*)e = (be, p*0O)p, Pp*) 一 和 
所 以 :能 被 六 拟 整 除 ,因而 被 洲 整 除 ， 
如 果 我 们 在 。 中 再 假定 因子 链条 件 成 立 ,那么 有 


17. 每 一 个 整理 想 链 0, > o>.…, 此 处 每 一 个 后 面 的 理想 ， 


都 征 前 一 个 的 真 拟 因子 〈《 即 是 拟 因子 而 不 拟 相 等 ), 在 有 限 多 步 终 
止 . 因为 如 果 将 理想 nm, 9 … 代 以 与 它们 拟 相 等 的 最 大 理想 噬 ， 
3,"…*, 那么 就 得 到 一 个 整理 想 链 qf C 怪 和 …, 根据 因子 链条 
件 ,这 个 链 必 定 中 断 . 


我 们 也 可 以 将 “ 拟 因 子 链条 件 ”17. 表述 为 “因子 归纳 原理 *( 参 


入 $106, 因子 链条 件 的 第 四 种 表述 )。 根据 这 个 原理 , 不 难 推出 ， 
每 一 个 整理 想 都 与 一 个 不 可 分 解 的 理想 积 拟 相等 (参考 $ 22 中 完 
全 类 似 的 归纳 证 明 ). 分 解 的 唯一 性 是 作为 加 细 定 理 (定理 2) 的 
特殊 情形 得 到 和 的， 于 是 有 

定理 3。 每 一 个 异 于 堆 理 想 的 整理 想 除 因子 痰 序 及 拟 相 等 性 
外 与 唯一 确定 的 不 可 分 解 的 理想 fy pz ,pp 《自然 也 可 以 选取 
素 理 想 岂 , 页, -…, PP) 的 积 拟 相 尘 ， 

推论 ， 一 个 理想 a ~ pp 可 以 被 5 ~ 下 和 拟 整除 ， 当 
且 仪 当 在 b 的 分 解 中 出 现 的 每 一 个 因子 p; 在 a 的 分 解 中 至 少 也 出 
现 同 样 多 次 、 特 别 , 如 果 b 是 一 个 主 理想 ,那么 根据 2. ， 由 所 整除 
”性 得 出 整除 性 。 如 果 对 a 及 b 取 主 理想 (a) 及 (8), 那 么 就 得 到 关 


于 “被 2 整除 或 ab7! 的 整 性 的 一 个 判定 标准 . 通过 非 主 理想 类 的 


引入 ,于 是 就 得 到 由 主 理想 类 及 非 主 理想 类 所 组 成 的 一 个 新 领域 ， 
在 其 中 根据 定理 3, 唯一 素 因 子 分 解 成 立 ,从 而 达到 “古典 理想 论 ” 
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的 目的 . 
定理 3 对 于 分 式 理想 ao 也 成 立 ;我 们 只 需 将 负 寡 
pp 一 《pb 一 入 
也 当 作 因子 。 这 就 是 说 ,如 果 
a~ pip Rk (5) = pr opr, 
于 是 得 
(3) QP™! ~ be 一 5 Der 一 or 
并 且 指 数 2 一 2 是 唯一 确定 的 . 

为 了 建立 现在 所 得 到 的 理论 与 一 般 理 想 论 和 $ 128 中 的 特殊 
理想 论 的 关系 ， 我 们 需要 研究 怎样 的 素 理 想 是 不 可 分 解 的 以 及 怎 
样 的 理想 与 o 拟 相 等 . z 

我 们 已 经 看 到 : 对 不 可 分 解 的 p 来 说 , p* 是 素 的 。 我们 现在 
指出 ; 
18. 这 样 的 p* 的 任意 一 个 异 于 零 理 想 的 真 倍 都 不 是 素 的 ， 事 
实 上 ,如 有 果 a 是 这 样 的 一 个 真 倍 , 那么 a 之 p*; 根据 12. ac 一 p*b， 
其 中 “~ o, 因为 在 的 分 解 中 比 a 的 分 解 中 少 出 现 一 个 素 因 子 ， 
所 以 3 寺 0(a); 同样 p* 关 0(a), 然而 p*5 二 0Ca). 所 以 a 不 是 素 

我 们 现在 考察 一 个 任意 素 理想 p 的 分 解 。 或 者 p ~ o, 或 者 
在 分 解 ~ pp p 中 有 一 个 不 可 分 解 因子 pb 出现 ， 这 时 p 伴 h， 
所 风 pS 卫 ; 然而 灵 的 一 个 真 倍 不 能 是 素 的 ， 所 以 必须 p 一 p*， 
于 是 p* 一 (p)* 二 px 一 p; 由 此 得 : 

19. 每 一 个 素 理 想 p 或 者 与 o 拟 相 等 或 者 不 可 分 解 并 且 等 于 相 
应 的 p*， 
在 第 二 个 情形 "没有 异 于 零 理 想 的 真 素 倍 。 反 过 来 , 我 们 证 
明 ,在 前 一 情形 ,这 样 的 一 个 倍 确 实 存在 ， 
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20. 如 果 p ~ o, 那么 存在 ?的 一 个 不 可 分 解 的 真 素 倍 术 . 事 
实 上 ,如 果 了 如 和 关 0 是 ph 的 一 个 元 素 上 是 (p) 一 pp py 全 prp2 pr 
是 它 的 分 解 ,那么 由 2. 得 名 pp 三 0(p) 三 0(p)， 从 而 有 一 个 
pr 三 0(p)。 然 而 绊 拓 因为 否则 将 有 祥 一 0， 

我 们 说 一 个 素 理 想 是 高 位 的 ， 如 果 它 没有 异 于 零 理想 的 真 
索 倍 ; 反 过 来 ,如 果 它 有 一 个 这 样 的 素 倍 理想 ,那么 就 说 是 低位 的 . 
于 是 可 以 将 18. , 19. 及 20. 合并 为 

定理 4. 每 一 个 高 位 素 理想 p 是 不 可 分 解 的 并 且 等 于 它 的 
p*; 每 一 个 低位 素 理 想 都 与 o 拟 相等， 

根据 分 解 定理 3, 一 个 理想 ,如 果 不 属于 单位 类 ， 那 么 它 至 少 
能 被 一 个 高 位 素 理 想 p = p* 整除 ， 然而 单位 类 的 一 个 理想 不 能 
被 任何 高 位 素 理想 整除 ， 因 此 这 就 提供 了 单位 类 的 一 个 纯 理想 论 
《 即 在 整理 想 范围 内 ) 的 刻 划 , 

根据 公理 II, 在 $ 128 所 芳 虑 的 环 内 ,一 个 异 于 (0) 的 素 理 想 只 
被 它 本 身 及 。 整 除 ; 因此 在 这 个 环 里 除 。 外 不 存在 任何 低位 素 理 
想 ， 因 为 每 一 理想 a 关 。 可 以 被 一 个 异 于 。 的 素 理想 整除 (证 : 在 
a 的 开 于 5 的 因子 中 找 出 一 个 最 大 的 ; 它 是 无 因子 的 ， 因 而 是 素 
的 )， 所 以 a 不 能 与 o 拟 相等 。 因此 单位 类 仅 由 单位 理想 。 组 成 
于 是 由 12. 进一步 得 出 , 拟 整 除 性 与 整除 性 的 意义 是 一 样 的 ,由 此 
或 由 13. ,同样 拟 相 等 与 相等 的 意义 也 是 一 样 的 ， 于 是 $ 128 的 理 
想 论 作为 特例 被 包括 在 现在 所 叙述 的 理论 中 ， 

对 于 一 般 理 想 论 的 关联 也 容易 建立 ， 首 先 容易 看 出 ， 每 一 个 
准 素 理想 , 如 果 属 于 它 的 素 理想 是 一 个 低位 理想 , 那么 它 一 定 与 
拟 相 等 ， 我 们 将 这 种 准 素 理想 特别 记 作 低位 准 素 理想 ， 而 其 余 的 
准 素 理想 记 作 高 位 准 素 理想 。 一 个 理想 与 。 拟 相等 ， 必 要 目 只 要 
它 的 一 切 准 素 分 支 都 是 低位 的 。 如 果 两 个 理想 a 与 5 的 所 有 高 位 
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的 (不 一 定 低位 的 准 素 分 支 一 致 ,那么 它们 拟 相 等 ,在 与 a 拟 相等 
的 理想 中 找 出 一 个 最 大 理想 a”; 它 可 以 从 分 解 & = [91，***, 9q9,] 
中 去 探 一切 低位 的 准 素 分 支 而 得 到 。 因 此 本 市 的 分 解 定 理 与 唯一 
性 定理 可 以 如 此 解释 ， 即 始终 略 去 一 切 低位 准 素 分 支 而 只 注意 高 
位 准 素 分 支 。 高 位 准 素 理 想 只 能 被 一 个 高 位 素 理想 整除 ， 从 而 根 
据 定 理 2 ,在 它 的 因子 分 解 里 必定 产生 一 个 素 理想 窜 , 这 就 是 说 : 
每 一 个 高 位 准 素 理想 与 一 个 素 理想 震 拟 相 和 著 ， 
反 过 来 每 一 个 高 位 素 理想 的 害 也 与 一 个 高 位 准 素 理想 拟 相 
等 ， 事实 上 ,如 果 a 一 秋 是 一 个 高 位 素 理想 的 宕 , 那么 不 能 被 
以 外 的 高 位 素 理想 所 整除 ,因而 在 分 解 
a 一 扩 一 [9 9 中 ] 
中 只 有 一 个 高 位 准 素 理想 出 现 ， 例 如 , 设 这 个 高 位 准 素 理 想 是 中 ， 
那么 入 二 i; 从 而 a 二 Pp' 与 准 素 理 想 9 拟 相 等 ， 
此 外 9 栓 是 在 $ 111 所 定义 的 察 理想 p 的 + 次 符号 客 ， 
此 ,高 位 准 素 理想 恰 是 高 位 素 理想 的 符号 签 . 
按照 普 吕 费 尔 (Prifer) 的 说 法 ,具有 性 质 a* 一 a 的 童 想 a 叫做 
oo 理想。 整 "理想 恰 是 这 样 的 理想 , 在 它们 的 准 素 理想 分 解 中 只 
有 商 位 准 素 理想 出 现 ， 一 切 主 理想 都 是 v- 理 想 ， 在 每 一 个 拟 相 
等 理想 类 中 存在 一 个 唯一 的 -理想 a, 一 a*。 如 果 我 们 按照 普 吕 
费 尔 及 元 鲁 尔 那 样 只 限于 v- 理 想 ， 那么 拟 相 等 的 概念 是 多 余 的 ， 
这 时 主要 定理 (定理 3) 可 以 如 此 叙述 : 
每 一 个 -理想 可 以 唯一 地 表示 成 高 位 康 理 想 的 符号 才 bo) 的 
交 ， 
与 贼 值 论 的 关系 
对 于 每 一 个 高 位 案 理 想 p 有 一 个 指数 赋值 与 它 相 当 ， 它 是 这 样 定 义 的 . 
互 的 一 个 任意 元 素 # 关 0 生成 一 个 主 理想 (ae) ,根据 定 理 3, 它 与 一 个 唯一 确定 
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的 素 理 窟 里 的 乘积 拟 相等 。 现 在 设 “ 是 在 这 个 乘积 里 bp 的 指数 ,那么 令 

站 数 赋值 的 性 质 “0 

wp(ab) = wpla) + mp) 
wp(2 + b)Min(wo(a), wolb)) : 

显然 锌 满足 。 按照 这 种 方式 对 于 每 一 个 高 位 素 理 想必 有 一 个 赋值 ws 与 它 相 
当 。 以 下 定理 成 立 : 

有 限 性 定理 .对 于 每 一 <0 只 有 有 限 多 个 异 于 私 的 ws(c) 

整除 性 判定 标准 。。 被 上 整除 必要 且 只 要 

: wrla) 之 wo(5b) 对 于 一 切中 

整除 性 判定 标准 也 可 以 作为 整 性 判定 标准 叙述 : 

当 且 仅 当 一 切 wa(a) 关 0 时 。 才 是 整 的 . 换 句 话说 : 环 o 是 贱 值 w 的 
峨 值 环 的 交 ， 

如 霖 在 一 个 任意 域 马 内 任意 一 些 非 阿 基 米 德 赋值 被 给 定 ,那么 它们 的 赋 
僵 环 的 交 在 内 总 是 整 闭 的 。 基 此 一 个 无 零 因 子 的 诺 特 环 是 赋值 环 的 交 ， 当 
且 仪 当 它 在 它 的 商 域内 是 整 闭 的 ， 

习题 .1 这 一 节 的 一 切 结果 对 于 有 零 因子 的 环 也 成 立 ， 只 要 我 们 将 商 
域 代 以 商 环 并 且 限 于 考虑 非 零 因子 理想 . 

2. 由 定理 1 反 过 来 可 得 环 o 的 整 闭 性 (参考 $129)， 

3。 证明 a:b~-ab~. 

关于 这 一 节 的 结果 的 进一步 一 般 化 可 以 看 H. Prifer,，J. reine und 
angew, Math., Bd, 168 (1932) 及 P. Lorenzen, Maih. 7., Ba. 45 (1939)., 
关于 赋值 环 及 它们 的 交 可 以 人 参 落 W. Krull, [dealtheorie (Ergebnisse der 
Mazh.，Bd,，4，Heft 3) 以 及 该 书 所 引 的 文献 . 


理想 论 概 要 


以 下 的 总 结 指出 在 $ 128 中 所 叙述 的 公理 1 (因子 链条 件 )，I[ (每 -一 过 
理 概 是 无 因子 的 ), i2( 整 闭 性 ) 对 于 整 环 的 理想 论 的 意义 : 

由 1: 每 一 理想 都 是 准 素 理想 的 最 小 公 倍 ,属于 它们 的 素 理 想 是 唯一 的 

由 1 与 1; 每 一 理想 都 是 单 素 准 素 理想 的 积 ,并 且 是 唯一 的 . 

包工 与 下 : 每 一 理想 都 与 一 个 素 理 想 需 积 拟 相等 ， 除 拟 相等 性 处 是 唯 
一 的 . 

由 L, 1, NI; 每 一 理想 都 是 素 理想 震 的 积 ;唯一 的 。 
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第 十 六 章 ”线性 代数 


线性 代数 讨论 线性 型 (系数 属于 菜 一 环 区 ), 这 种 线性 型 所 组 
成 的 模 以 及 这 种 模 的 同 态 或 线性 变换 。 相 应 于 人 们 对 基础 环 玉 所 
作 的 各 种 不 同 的 假设 ,线性 代数 的 理论 分 成 许多 不 同 的 部 分 .下 面 
的 第 一 节 适 用 于 任意 的 (包括 非 交 换 的 ) 环 KK. 

这 里 所 给 出 的 线性 代数 的 表述 ,完全 建立 在 带 算 子 群 理论 (第 
六 章 ) 的 基础 之 上 ， 此 外 只 利用 到 第 一 至 第 三 章 中 的 最 基本 的 知 


识 ， 
$ 132. 模 、 线 性 型 、 向 量 、 移 阵 


设 监 是 一 个 具有 单位 元 素 8 的 环 。 在 本 节 中 我 们 用 希腊 字 
母 表 示 环 中 的 元 素 , 并 且 有 时 把 他 们 称 为 标量 . 
设 吐 是 一 个 ( 右 ) 必 - 模 ,如一 个 表 成 加 群 形式 的 交换 群 , 以 有 
为 其 右 算 子 区 ”并 且 除 也 群 公 理 之 外 还 满足 王 面 的 运算 规则 : 
(a -+ b= ah + bh, 
a(14 十 4) 一 44 十 au, 
a* hu 一 ah* Ww, 
这 里 拉丁 字母 表示 名 中 的 元 素 ， 象 通常 一 样 ,由 两 个 分 配 律 可 以 
推出 有 关 减 法 的 运算 规则 ， 负 号 的 乘法 性 质 以 及 下 面 的 事实 : 即 
当 两 个 因子 中 有 一 个 为 零 (不 论 它 是 中 的 或 驶 中 的 零 ) 时 , 乘 
1) 将 算 子 写 在 右边 这 一 点 是 完全 任意 的 。 下面 将 证 明 的 全 部 定理 ， 当 算 子 写 在 左 
边 时 也 一 样 成 立 。 
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积 等 于 零 . 

K 中 的 单位 元 素 不 一 定 就 是 单位 算 子 .很 可 能 对 某 些 a 来 说 ， 
ve 不 等 于 “ (举例 来 说 , 如 果 对 于 任意 “和 )， 我 们 合 a4 一 0, 风 
一 切 规则 都 能 成 立 )， 在 这 一 情形 下 ,我 们 总 可 以 令 
(1) . 6 一 (aa 一 48) 十 48， 
第 一 项 a 一 vs 被 右 乘 因 子 8 所 零 化 ;第 二 项 右 乘 6 时 仍旧 得 出 它 
本 身 . 第 一 项 组 成 模 li 的 一 个 子 模 ,, 这 个 子 模 被 s, 因而 被 KK 
中 每 一 个 形 如 s1 的 元 素 所 零 化 。 第 二 项 组 成 一 个 子 模 qi; 对 这 
个 子 模 来 说 ，s 是 一 个 单位 算 子 ， 两 个 子 模 只 能 有 零 这 一 个 公共 
元 素 ,因为 对 任意 其 它 元 素来 说 ,被 。 所 零 化 和 乘 以 8 之 后 仍旧 得 
出 它 本 身 这 二 者 是 相互 排斥 的 .这 样 ,表达 式 (1) 说 明 , 钢 是 直 和 
WW 十 WN。 因此 ,如 果 我 们 从 骂 去 掉 不 感 兴趣 的 部 分 qi 余下 来 
的 就 是 一 个 以 为 单位 算 子 的 模 ， 由 于 这 个 缘故 ， 以 下 我 们 总 假 
定 区 中 的 单位 元 素 就 是 对 的 单位 算 子 ， 

模 9 称 为 有 限 的 《对 政 来 说 ), 如 果 它 的 元 素 可 以 通过 某 有 
限 多 个 元 素 4,………, us 线性 地 表 成 

zi 十 xf 二 
的 形式 ， 在 这 一 情形 下 ,我 们 写 
R= (wn, 或 = 

现在 我 们 把 所 作 的 假设 进一步 特殊 化 , 即 假定 诸 w; 是 线性 元 
关 的 ,也 就 是 说 ,由 这 widi 一 0 即 有 2 一 0. 在 这 一 情形 下 , 我 们 
说 吸 是 一 个 (= 项 ) 线 性 型 模 ， 区 称 为 系数 区 ; mw 构成 一 个 线性 无 
关 基 。 由 于 w; 的 线性 无 关 性 , 只 中 的 每 个 元 素 可 以 唯一 地 表 成 线 
性 型 wh;。 事实 上 ,由 如 wi; 二 如 wn 就 有 

Zidi 一 AL) = 0, 


© 535378 


从 而 
一 上 一 0 或 和 和 =p 
朱 这 一 假设 成 立 , 而 从 是 一 个 体 , 则 骂 称 为 尺 上 的 向 量 空 

间 并 且 称 台中 的 元 素 为 向 量 . 

具有 同一 系数 区 失 和 同样 多 基 元 素 的 任意 两 个 线性 型 模 必 
定 算 子 同 构 。 事实 上 ， 对 一 个 模 的 每 一 个 基 元 素 wj, 可 以 使 另 一 
模 的 一 个 基 元 和 色 vj 与 它 相 对 应 ， 并 且 使 线性 型 本 wj 与 线性 型 
2 wh; 相对 应 . 

将 一 个 线性 型 模 叶 二 (tw,，……, uw) 上映 入 另 一 线性 型 模 %i = 
(oz *, Va) 的 一 个 算 子 同 态 称 为 一 个 线 ， 性 映射 或 线性 变换 。 当 
每 个 基 元 素 wj 的 象 


(2) zj 一 > 2 0 (7 一 ] ， “"*, 1 ) 
均 已 给 定 ,从 而 炸 阵 


CICI2 " * Clgn 


Onin2" * "On 
给 定时 ?, 这 样 一 个 线性 变 澳 也 就 完全 确定 . 这 时 。 = 马 wii 必定 
被 映 成 a 一 如 wjh。 当 我 们 改变 基 (t4，-…， ww) 或 (01, ………， v,) 
时 ,同一 线性 变换 每 次 都 由 另 一 矩阵 来 表示 (参看 下 面 的 习题 4)， 
虽然 如 此 ， 我 们 还 是 常用 代表 相应 矩阵 的 同一 符号 4 来 代表 一 个 
线性 变换 。 
设 线性 变换 由 矩阵 4 表示 , 则 骂 中 一 个 元 素 4 在 这 个 变换 下 


1) 由 方程 组 (2) 作 出 矩阵 4 时 必须 注意 ,在 我 们 所 采用 的 记 法 下 , (2) 中 的 之 个 方 
程 相当 于 4 的 2 个 列 ,一 个 列 中 的 元 素 ( 自 上 到 下 ) 即 (2) 中 一 个 方程 的 系数 。 
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的 象 记 作 4w。 因 而 在 (2) 的 情形 下 ， 
Au; = 2 DiCij。 

在 一 般 情形 下 ,矩阵 4 是“ 长方形” 的; 只 有 当 m 二 # 时 ,例如 
当 所 净 虑 的 线性 变换 是 员 到 它 自 身 之 内 的 一 个 变换 时 ,和 矩阵 才 是 
正方 形 的 . 

设 驶 一 (wm tn) 到 钠 一 (v4,…, v;) 的 一 个 线性 变换 \ 
由 和 矩阵 4 表 出 ,多 一 《4 …， on) 到 第 一 (wi，,，……, wp) 的 一 个 
线性 变换 由 矩阵 了 3 表 出 ,那么 接着 第 一 个 线性 变换 作 第 二 个 线性 
变换 , 相 结合 的 结果 将 会 导致 - 


Bl(Au;) 一 (2 tio) = 之 | (Byvwi)es : 


>, 之 | Ww ob hiCii 
即 导致 答 隆 来 积 C 二 B4 ,这 个 乘积 由 : 
Thi 一 之 Bhiois 


定义 。 因 此 ,对 xt€ 对 有 
BA'u= B. Au., 

只 有 当 4 的 列 数 和 B 的 行 数 相等 时 ,乘积 48B 才 有 意义 ， 这 时 ,由 
上 面 的 推导 可 知 ， 矩 阵 的 乘积 就 表示 了 相应 的 线性 变换 的 乘积 
AB. / 

凑 到 和 的 两 个 线性 变换 的 和 由 

(A+ Bu= Au++ Bw 

定义 ， 相 应 的 矩阵 具有 元 素 oix 十 Bi 并 且 称 为 算 阵 4 与 B 的 和 ， 
昌 举 4 与 8 的 和 只 有 当 4 和 B 有 相同 的 行 数 和 列 数 时 才 有 意义 ， 

由 和 与 积 的 定义 可 得 下 面 的 运算 规则 《只 要 过 到 的 积 与 和 有 
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意义 ,这 些 规 则 就 成 立 ): 
4 .BC 一 4B .，C， 
4 二 (B+C)=(d4 二 DB) 十 C， 
A(B + C)= AB+ AC, 
(B+C)A=BAt+CA. 
利用 由 一 个 行 所 构成 的 矩阵 (#1 wm)，(《v1，。***， Vs) 等 ， 
可 将 公式 (2) 写 成 矩阵 形式 : 
(i, + tm ) -一 (yi, + 2 ，) 。 A., 
一 个 线性 型 3 wj 可 以 很 方便 地 写成 一 个 行 (w1，*，**, wm) 和 


hi z 
一 个 列 | : 的 积 。 线 性 型 wj4; 被 线性 变换 4 了 瑞 
hm 
>》 Auh; = 一 > 2 v iC; hs 
变换 后 的 线性 型 的 系数 或 坐标 是 
1 一 Zoiihjo 
这 个 公式 也 可 以 写成 矩阵 方程 : 


1 hi 
|=4| :| 
1 hm 


m 到 它 自 身 的 一 个 线性 变换 由 一 个 方 阵 给 出 : 
(3) tj 一 2) iQij, 
根据 上 面 所 述 ,这 些 方 阵 组 成 一 个 环 ,并 且 这 个 环 可 以 看 成 向 量 空 
间 的 ( 左 ) 算 子 区 ， 

可 能 ,由 (3) 所 定义 的 刀 仍 是 咒 的 一 个 基 ， 为 了 使 得 这 一 事 
实 成 立 ,第 一 , w 必须 是 线性 无 关 的 ,也 就 是 说 ,由 


之 zi 了 一 0 或 2 人 oo 一 
革 
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或 最 后 地 , 由 了) oiip 一 0 即 有 py 一 0。 换 句 话说， 除非 所 有 系 
数 4 都 等 于 零 ,否则 在 列 


O11 C12 
* 3 ” 9 费 明 地 
Onl O32 


之 间 没 有 任何 线性 关系 ， 这 一 事实 还 有 另外 一 种 说 法 ， 即 方 阵 4 


Ki 


ik 从 右 侧 零 化 。 这 时 4 也 不 能 被 一 


en 
个 多 列 的 矩阵 B 二 0 所 老化 〈《 即 当 B 关 0 时 有 4B 六 0)， 我 们 
可 以 说 4 不 是 一 个 左 过 因子 。 第 二 ,必须 所 有 的 4; 反 过 来 都 能 由 
a 表 出 : 
(4) uk 一 2 ubBik 
将 公式 (3) 代 入 (4), 就 得 到 一 个 等 式 

Uk — 之 2000 和 3 
这 就 是 说 ,乘积 4. B 是 单位 方 阵 


8 0 


0 2 
BD 48B 二 E。 这样 我 们 就 证 明了 : 
(3) 表 示 一 个 新 的 基 , 当 且 仅 当 方 阵 A 不 是 左 震 因子 并 且 有 一 
个 右 送 B. 
如 朱 这 一 条 件 成 立 , 则 基 w, w 之 间 的 关系 是 可 道 的 , 因而 方 
阵 4, 8B 乙 间 的 关系 也 是 可 着 的 。 这 就 是 说 ,也 有 
BA=E 
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成 这。 其 次 ,还 可 以 推出 , 4 不 是 一 个 右 堆 因子， 事实 上， 如果 对 
0 一 S4B 一 5 一 S 关 0， 

最 后 ,由 4 不 是 左 零 因子 这 一 点 可 以 推 知 4 仅 有 一 个 右 道 . 

这 样 一 来 ,我 们 就 可 以 把 4 的 唯一 的 右 ( 左 ) 道 方 阵 , 即 上 面 称 
为 8 的 方 阵 ， 记 作 4"!。 在 上 述 条 件 下 我 们 说 方 阵 4 在 过 中 可 

由 一 个 基 到 一 个 新 基 的 转 挽 通过 一 个 可 志方 阵 来 实现 ， 

习题 ， 1. 如 果 一 个 方 阵 有 一 个 左 逆 方 阵 和 一 个 右 逆 方 阵 , 则 这 个 方 阵 
是 可 逆 的 (从 而 两 个 道 方 阵 相 等 并 且 是 唯一 的 ). 

2 如 末 4 是 一 个 左 零 因子 但 有 一 个 右 逆 , 那 么 4 有 无 限 多 个 右 逆 ， 

3。 无 限 多 个 变 元 的 线性 型 模 (每 个 线性 型 都 是 其 中 有 限 多 个 变 元 的 线 
狂 型 ) 的 同 态 可 由 那样 一 种 矩阵 来 表示 ,在 这 种 矩阵 中 ,每 个 列 里 只 有 有 限 多 
个 不 等 于 零 的 系数 ， 斌 将 可 道 方 阵 的 理论 推广 到 这 一 情形 ， 

4. 设 了 3M= (#1, “9 rtz 到 实 > 42 四 的 一 个 线性 鼎 射 由 方 阵 
4 表示。 如 果 我 们 通过 

(ri rr) = (ty + +, tn)P 
(9,， “Va) 二 (01, pz) 
引入 新 的 基 , 那 么 对 于 新 的 基 来 说 ,同一 个 线性 变换 由 方 阵 
4 = 84P 
表示 。 


3 133, 体 上 的 模 \ 线 性 方程 组 


现在 我 们 假定 天 是 一 个 体 ,并 且 假 定 模 吐 是 有 限 的 , KK 中 的 

早 位 元 即 单位 算 子 。 如 果 在 基 元 素 4,.……, w, 之 间 有 一 个 关系 

和 wh 一 0, 并 设 其 中 4, 关 0, 那么 将 整个 方程 乘 以 17! 之后， 妈 

可 将 mm 通过 其 余 的 基 元 素 线性 表 出 . 因此 和，.…，w 也 是 一 个 

译 。 继 续 这 样 进行 下 去 ， 最 后 就 可 以 得 出 一 个 线性 无 关 基 ， 由 此 
es S62 。 


可 知 , 每 个 这 样 的 有 限 模 都 是 一 个 线性 型 模 . 

象 一 个 普通 的 交换 群 一 样 ,一 个 异 于 零 模 的 模 称 为 单 的 ,如 系 
它 除了 零 模 之 外 不 再 包含 任何 真子 模 . 下 面 的 定理 成 立 : 单 人- 模 
是 单项 模 , 反 之 单项 长 - 模 是 单 的 . 

证 . 1. 设 喷 是 里 的 .这 时 每 个 元 素 w 关 0 必定 生成 整个 模 . 
因此 涡 是 一 个 单项 模 . 

2. 设 观 是 持 项 模 : 对 一 (u), 设 攻关 (0) 是 一 个 子 模 而 oo 
是 及 中 一 个 不 等 于 零 的 元 素 , 则 习 含 有 xz 24 一 xz 从 而 趾 一 各， 
因此 了 是 单 的 ， 

一 个 二 项 模 是 = 个 单 模 (ma) = wu KK,，…-., (wu,) = 二 ,其 的 直 
和 ， 子 模 (m ………， on)， 《U1， Uw)，:**， 《zs), (0) 组 成 一 个 
序列 ,其 商 模 都 是 单项 模 ,因而 都 是 单 的 ， 因 此 这 个 序列 是 一 个 合 
成 列 。 这样 一 来 , 模 的 项 数 n 就 是 它 的 合成 列 的 长 度 , 队 而 与 基 的 
选择 无 关 ， 

一 个 从- 模 的 项 数 也 称 为 它 的 (线性 ) 秩 或 狼 上 的 向 量 空间 的 
维 数 . : 

线性 秩 的 唯一 性 已 在 $ 38 中 通过 另 一 途径 得 到 . 星 些 时 候 还 
得 到 了 有 一 个 结果 ， 即 子 模 的 每 个 基 都 可 以 扩充 为 整个 模 的 一 个 
基 . 这 一 事实 不 是 别 的 ， 实 际 上 就 是 群 论 中 的 一 个 定理 : 任 给 一 
个 子 模 都 可 以 找 出 一 个 合成 列 ， 使 它 含有 这 个 子 模 ， 子 模 的 基 不 
但 可 以 扩充 成 为 整个 模 的 基 ，、 而 且 可 以 使 所 缺少 的 基 元 素 取 自 元 
索 wj;( 即 取 自 模 号 的 一 个 予 先 给 定 的 基 )。 由 于 哎 是 单 模 的 直 


和 ,这 一 事实 可 由 $ 49 中 的 定理 得 出 。 这 个 命题 就 是 $ 36 中 的 夫 


换 定理 ,只 不 过 现在 是 用 群 论 的 方法 把 它 推导 出 来 的 . 
n 的 一 个 真子 模 的 合成 列 的 长 度 小 于 驶 的 合成 列 的 长 度 , 因 
而 真子 模 的 项 数 小 于 员 的 项 数 。 由 此 可 知 , 吕 中 任意 # 个 线性 
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无 关 的 元 素 vi 二 2 witis 生成 模 咱 本身, 因为 它们 不 可 能 生成 一 
个 真子 模 ， 线性 无 关 性 的 假设 意 球 着 方 阵 4 不 是 一 个 左 零 因 子 ; 
而 vz 是 钢 的 一 个 新 基 这 一 要 求 则 相当 于 说 4 是 可 逆 的 。 这 样 一 
来 ,我 们 就 看 到 : 如 果 体 政 中 的 一 个 方 阵 不 是 左 堆 因子， 那么 它 
就 入 可 北 的 ,在 这 一 情形 下 , 方 阵 称 为 非 奇 异 的 。 反 之 ,如 果 一 个 
方 阵 是 一 个 左 堆 因子 ( 因 而 不 是 可 送 的 ,同时 也 必 是 右 零 因子 ), 那 
么 就 称 它 为 一 个 奇 异 方 阵 。 奇异 方 阵 和 非 宁 异 方 阵 这 两 个 名 词 也 
可 以 推广 到 一 个 整 环 怕 上 去 , 因为 任何 一 个 整 环 都 可 以 嵌入 一 个 
域内 。 非 奇异 方 阵 在 整 环 内 内 不 一 定 是 可 逆 的 , 但 在 商 域内 它 是 
可 逆 的 。 另 一 方面 ,奇异 方 阵 不 仅 在 域内 是 零 因 子 ,在 整 环 内 它 也 
征 委 因子 。 事实 上 ， 任何 一 个 将 方 阵 零 化 的 列 都 可 以 乘 上 一 个 公 
分 母 使 它 属 于 整 环 见 ， 

在 替换 定理 的 基础 上 可 以 建立 起 线 性 方程 组 的 理论 ， 一 个 线性 

方程 组 可 以 表 成 如 下 形式 : 
(1) l;(£) = Bi; 
其 中 4 为 4 个 未 知 量 & 的 刀 个 线性 型 : 
: 1 i(é) = Znde™. 
如 末 将 未 知 量 854 换 成 不 定 元 xx i; 就 成 为 不 定 元 x 由 名 性 下 
(2) li 一 之 aikxk。 

这 些 线性 型 1; 当中 ,线性 无 关 的 型 的 数目 > 称 为 方程 组 的 秩 ， 
显然 ， 方 程 组 可 解 的 一 个 必要 条 件 是 : 线性 型 /之 间 对 于 不 定 元 
xi 恒 等 地 成 立 的 每 个 线性 关系 马 pil; 一 0, 对 于 方程 组 的 右 端 
8 也 成 立 ， 如 果 这 一 条 件 成 立 ， 并 且 所 有 的 7; 都 和 其 中 某 * 个 线 
性 型 , 辟 如 说 1 ，.…, 1,, 线性 相关 , 那么 (1) 中 所 有 的 方程 都 是 其 

1) 这 里 我 们 把 不 定 元 写 在 系数 之 右 , 这 一 点 并 不 妨碍 我 们 运用 有 关 线 性 型 模 的 定 

理 ，。 : 
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中 前 + 个 方程 的 后 果 ， 一 定 有 * 过 x, 因为 m。，…， zx 的 线性 无 
关 的 线性 型 不 可 能 多 于 ”个 .根据 替换 定理 ,我 们 可 以 将 4，…， 
1 和 不 定 元 < 中 某 # 一 个 ,譬如 说 we。 ……，m。 拼 成 z 的 全 部 
线性 型 的 一 个 基 ， 这 就 是 说 ， 


(3) Xi 人 Yi 十 2 人 (一 1 7 
r+1 1 


成 立 . 
定理 . 在 (3) 中 以 Bi 代 尼 ,而 以 KK 中 完全 住 意 的 元 康 En， 

“人 代 "Xn 并且 由 (3) 计 算出 zx,…… 的 值 吉 ， 

5,,， 这 样 就 可 以 得 出 方程 组 (1) 的 全 部 解 ， : 

为 了 证 明 这 个 定理 ,我 们 注意 , 1 ………，1，xr3i xz 是 模 
(xx ……， xn) 的 一 个 线性 无 关 基 。 因 此 ， 如 果 我 们 把 (37 代 入 (2) 
中 ， 那 么 所 得 到 的 将 是 0，… 2，xr+t  …，xn 的 一 个 恒等式 ， 将 
1; 换 成 B; 并 且 将 x; 换 成 任意 的 与 时， 这 个 等 式 仍 然 成 立 ， 因 此 ， 
这 样 得 到 的 5 是 方程 组 (1) 的 解 。 同 样 ， 如 果 将 (2) 代 入 (3), 就 得 
到 zx 的 一 个 恒等式 ,将 * 换 成 满足 (1) 的 了， 这 个 等 式 仍 然 成 立 ， 
因此 上 述 规 则 给 出 (1) 的 全 部 解 . 

这 桩 我 们 就 看 到 ,上 面 所 提 到 的 可 解 性 条 件 同 时 也 是 充分 的 ， 
方程 组 的 秩 等 于 所 应 解 出 的 未 知 量 的 个 数 ， 而 其 余 的 未 知 量 则 可 
以 取 任 意 的 值 . 

特别 , 在 了 是 交换 的 情形 下 ， 行 列 式 理论 给 出 了 更 明显 的 求 
解 公 式 以 及 可 解 性 和 线性 相关 性 的 代数 判别 法 则 。 关 于 这 一 方面 
我 们 建议 读者 去 参看 有 关 的 教科 书 ， 在 这 一 理论 中 特别 值得 提出 
的 。 束 十 下 面 这 样 一 个 关于 方 阵 的 非 闸 异 性 的 判别 准则 ， 交换 域 
或 整 环 中 一 个 方 阵 4 是 非 奇 异 的 ,如 果 它 的 行列 式 14| 不 等 于 堆 . 
此 处， 如 琳 行 列 式 等 于 整 环 中 的 可 逆 元 素 ， 那 么 方 阵 4 在 整 环 本 
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身 之 内 就 是 可 道 的 ，、 因 为 在 解 的 公式 中 只 有 这 个 行列 式 在 分 蔷 内 
出 现 . 
将 行列 式 的 乘法 定理 
14B|= 14|. 18| 
应 用 于 48 二 E,1E| 二 1 的 情形 ,就 得 到 上 述 定 理 的 逆 定 理 . 因 
此 :在 一 个 整 环 中 ,一 个 方 阵 为 可 递 的 充分 且 必 要 条 件 是 它 的 行列 
式 是 一 个 可 北 元 素 ( 么 模 方 阵 )， 


习题 . 1. 在 一 个 体 中 , 齐 次 方程 组 工 wi 奏 * = 0 永远 是 可 解 的 ,并 且 方 
程 组 的 全 部 解 {#,，-……, 5;}， 当 我 们 把 它们 看 作 向 量 时 ， 可 由 其 中 w 一 ”个 
线性 无 天 的 特 解 线性 表 出 (线性 表达 式 的 系数 写 在 向 量 的 右边 )， 当 一 ?> 
时 只 有 零 解 . 

2. 一 个 K- 寞 和 它 的 一 个 子 模 的 项 数 x, mw 以 及 商 模 ( 同 余 类 模 ) 的 项 数 

f 之 间 有 关系 了 = > 一 72。 

3. 同一 个 长 - 模 的 两 个 子 模 的 项 数 >。，m 以 及 这 两 个 子 模 的 和 与 交 的 项 

效 * 与 4 之 间 有 关系 
十 了 一 ?十 7 

射影 空间 . 一 个 ”项 线性 型 模 或 向 量 模 中 的 单项 子 模 可 以 看 作 疝 量 空 
同 R.(K) 中 的 射线 或 (= 一 1)- 维 射影 空间 5S,_,(K) 中 的 点 。 单项 模 的 一 个 
生成 元 的 系数 《这些 系数 除了 一 个 比例 因子 外 是 完全 确定 的 ) 称 为 点 的 齐 次 
坐标 .一 个 于 模 中 的 射线 组 成 射影 空间 的 线性 子 室 间 。 由 习题 1 可知, 坐标 
的 了 个 线性 无 关 的 齐 次 方程 决定 一 个 > 一 + 一 1 维 子 空间 ， 其 次 ,由 于 子 模 

的 交 仍 是 子 模 ， 所 以 线性 子 空间 的 交 仍 是 线性 子 空间 (或 空 集 )。 最 后 ,由 习 

题 3 可 和 车 ，、 两 个 线性 子 空间 的 维 数 1!，m 以 及 这 两 个 线性 子 空间 的 交 的 维 数 

4d 和 包含 这 两 个 线性 子 空间 的 最 小 线性 子 空间 的 维 数 ;之 间 有 关系 
d+s=i+m 

万 并 (如 果 交 为 空 集 , 则 命 4 = 一 1)， 


$ 134. 欧 几 里 得 (Euclid) 环 中 的 模 , 初 等 因子 
现在 我 们 假设 环 K 是 交换 的 ,并 且 是 在 $21 中 所 述 的 意义 下 
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的 一 个 欧 几 里 得 环 ， 这 就 是 说 ， 对 环 中 每 个 元 素 a 关 0 都 给 定 了 
一 个 “绝对 值 ”gC(a), 具有 性 质 g(a5) 之 g(a), 并 且 带 余 除 法 成 
立 . 由 $ 21 知道 , K 中 每 个 理想 都 是 主 理想 ， 现 在 首先 证 明 下 面 
的 

定理 ， 设 趾 是 改 上 的 一 个 线性 型 模 ， 它 具有 基 (ti,，**.， 
uw) 那么 Ji 中 的 每 个 子 模 疏 也 是 线性 型 模 , 它 的 基 元 素 的 个 数 最 
大 十 172。 

证 。 对 于 零 模 观 一 (07 来 说 ， 定 理 是 显然 的 .现在 假设 对 
于 (” 一 1) 项 模 9 来 说 ,这 个 定理 已 经 证 明 . 

如 果 多 完全 由 4,-…,ws-1 的 线性 型 组 成 ,那么 根据 归纳 假设 . 
定理 中 的 绪论 成 立 。 如 果 兄 包 含 着 一 个 线性 型 十 十 za， 
其 中 1, 关 0, 则 出 现 于 这 种 线性 型 中 的 4, 组 成 KK 的 一 个 理想 .这 
个 理想 必 是 一 个 主 理想 (Cy,), 其 中 zu 关 0。 这 就 是 说 , 在 外 中 有 
一 个 线性 型 ! 一 wp 十 … 十 wp 并 且 对 于 名 中 的 每 个 线性 型 
hi 十 …， 十 zol 我 们 可 以 从 它 减 去 ! 的 一 个 倍 元 六 , 使 得 它 里 
面 最 后 一 个 系数 等 于 零 ， 相 减 之 后 余下 来 的 是 ww, ………，w-; 的 线 
性 型 ,它们 组 成 锡 中 的 一 个 子 模 ,根据 归纳 假设 ， 这 个 子 模 有 一 
个 线性 无 关 基 (0 75) 1 一 1 和 4 一 1 这 时 了 1,……, 1o1,1l 
异 然 就 生 成 N. 

1 1m 已 经 线性 无 关 。 如 果 有 一 个 线性 关系 

10 十 … 十 1 十 178 一 0 

成 立 , 其 中 8 关 0, 那么 比较 w 的 系数 即 有 wp8 = 0, 然而 这 是 不 
可 能 的 ， 

注 亦 . 1 ll 一 信之 所 以 线性 无 关 ， 其 原因 囊 然 在 
于 如 下 事实 , 即 根据 我 们 的 作法 ,每 个 i; 都 含有 一 个 w,, 它 在 .至 
li 中 并 不 出 现 ， / 
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习题 . 1. 设 员 是 一 个 整 系数 线性 型 模 , 外 是 由 有 限 多 个 线性 型 v% 一 
二 rzicik 生成 的 子 模 ,那么 针 的 一 个 具有 上 述 性 质 的 基 (1;… ,im) 可 以 经 过 
有 限 多 个 步 又 作出 . 

2. 利用 习题 1 中 所 作出 的 基 (5，-…， 因 ) 给 出 一 个 方法 来 判断 一 个 给 
定 的 线性 型 Bu 十 …'… + Bu 是否 属 于 模 习 ， 或 者 换 一 种 说 法 ,判断 线性 丢 
番 都 (Diophantos) 方 程 组 

222ikE = Bi 
初等 因子 定理 . 设 思 是 线性 型 模 听 的 一 个 子 模 ， 那么 一 定 
可 以 找到 了 i 的 一 个 基 (w， “3 tn) fo Jt 的 一 个 基 (vi, “” ”5 Vm), 
使 得 
Vi 一 25 一 1，……， 12) ， 

人 1 一 0(s,)， 
证 。 我 们 从 对 的 一 个 任意 基 (w, … …， 后 ) 和 9i 的 一 个 任意 

基 (w1,"…*, vm) 出 发 ， 设 
CR 一 DiCir 或 (yi, “3 Vm) - (#1, “*”°”, Un ) 4。 

现在 我 们 要 逐步 地 变换 对 和 针 的 基 ， 以 便 将 矩阵 4 化 成 所 

期 望 的 对 角 线 形式 : 


81 0 
8: 
0 忆 
(2) 
: gp 
0 .。。。, 。 0 


这 里 可 容许 的 变换 是 

工 交换 两 个 x 或 两 个 v, 其 效果 是 交换 4 的 两 个 行 或 两 个 
列 ， 

2. 将 某 一 wi 换 成 4; 十 uj4(i 让， 这 一 变换 相当 于 在 4 中 自 
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第 7 行 减 去 4 左 乘 第 ; 行 : 
v4 = Duicig 一 十 (十 的 Jo 十 多 
+ uo — Moen) 十 

3. 将 某 一 vi 换 成 vi 一 vi;X(i 了 天 记 ， 这 一 变换 相当 于 在 和 4 中 

目 第 & 列 减 去 1 右 乘 第 7 列 : 
yp 一 0 一 2 Uoik — Wid). 

我 们 通过 1., 2., 3. 来 作 和 矩阵 4 的 各 种 可 能 的 变换 , 使 得 4 中 
按 绝对 值 最 小 的 非 夫 元素 具 有 尽 可 能 小 的 绝对 值 . 通过 变换 1. 我 
们 可 以 使 得 矩阵 中 的 这 个 最 小 元 素 处 于 on 的 位 置 上 . 继 此 之 后 ， 
我 们 可 以 通过 变换 2. 从 和 矩阵 的 各 行 中 城 去 第 一 行 的 适当 的 借 , 使 
得 第 一 列 中 其 余 的 元 素 尽 可 能 地 小 ， 这 时 这 些 元 素 按 绝对 值 来 说 
小 于 lan1, 因而 必需 等 于 零 ， 同 样 ,通过 变换 3. 可 以 不 改变 第 一 
个 列 而 使 得 第 一 行 中 所 有 其 余 元 素 均 为 零 . 经 过 这 些 操 作 之 后 ， 
整个 矩阵 中 所 有 的 元 素 都 能 被 整除 。 事 实 上， 假如 某 一 cix 不 
能 被 a 整除 ,那么 由 带 余 除法 有 四 

Qik = Gg + 7, ?+0 g(r) < 一 SCan)， 

先 通 过 变换 2. 将 第 一 行 加 到 第 i 行 上 去 ,然后 通过 变换 3. 自 第 4 
列 减 去 4 乘 第 一 列 ， 那么 (ik) 位 置 上 就 会 出 现 >， 且 有 &(r) < 
soa)。 而 这 是 和 我 们 对 on 所 作 的 最 小 性 假设 相 违 的 . 

这 样 一 来 ,我 们 的 矩阵 就 具有 如 下 形状 : 


gn0...0 
0 
: A > 
0 


这 里 4' 中 所 有 的 元 素 都 是 m 的 倍 元 ， 进 一 步 ， 我 们 可 以 保持 第 
一 行 和 第 一 列 不 变 ,而 将 4 进行 与 前 面 对 4 所 进行 的 操作 完全 相 
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同 的 操作 。 这 样 作 的 时 候 ,所 有 元 素 均 能 被 a 整除 这 一 性 质 并 不 
会 消失 ， 最 后 4 将 获得 如 下 形式 : 

cz2z0 "0 

0 
4" ” 

0 
并 且 4 中 所 有 元 素 都 能 被 wz 整除 。 继 续 这 样 进行 下 去 , 经 过 
步 之 后 ， 我 们 就 得 到 所 期 望 的 标准 形 (2)， 在 完成 最 后 一 步 之 前 ， 
候 阵 4, 4 ,A",*…… 当 中 的 某 一 个 完全 由 零 构 成 的 情形 是 不 会 出 
现 的 ,办 为 这 一 情形 出 现 就 意味 着 某 些 w 等 于 零 , 而 与 此 相反 ,上 
述 过 程 的 每 个 阶段 上 元 素 v 都 组 成 多 的 一 个 线性 无 关 基 。 这样 
束 证 明了 这 个 定理 . 

注意 . 1. 操作 1. 至 3. 每 次 都 相当 于 将 矩阵 左 乘 或 右 乘 一 个 
系数 属于 KK 的 可 逆 和 矩阵 . 事实 上 , 如 果 以 (Wo == 《m1,………， 
dz)B， (2 vm) 一 《V1，…， Vm)C 作为 新 的 基 引 入 , 则 
《zi Vm) 一 《2 Vm)C 一 
(ts Ha)AC = (Wi, +, WU ) BAC. 
这 样 一 来 ,初等 因子 定理 就 相当 于 说 ,存在 两 个 可 逆 方 阵 B,C, 使 
得 B-:4C 具有 形式 (2). | 
2. 当 v 不 十 一 组 线性 无 关 的 元 素 时 ,矩阵 44 化 为 标准 形 的 过 

的 广 法 六 行 ;J 只 不 过 在 这 一 情形 下 矩阵 4， 
4 ,， A",.…* 当中 有 一 个 可 能 为 零 矩 阵 ,这 时 及 得 到 的 个 是 标准 形 
(2), 血 是 较 一 般 的 形式 


(3) BYAC = 
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其 中 + 是 4 的 秩 . 8; 之 间 的 可 除 性 关系 仍然 被 保持 ， 

3. 大 家 知道 ， 变 换 后 的 矩阵 D 一 B™4C 中 的 多 阶 子 行列 式 . 
是 4 的 子 行列 式 的 线性 函数 ; 同样 , 4 一 BDC- 的 子 行列 式 定 书 
的 子 行列 式 的 线性 函数 ， 因 此 ，4 的 阶 子 行列 式 的 最 大 公 因 子 
5; 除了 相差 一 个 可 逆 元 素 之 外 ， 和 DD 的 《 阶 子 行列 式 的 最 大 公 因 
子 相同 ， 对 于 刀 来 说 ,我 们 很 容易 计算 出 8x 的 值 : 

B61 一 8162° * * ER (Kk +). 

因此 
(4) . Bk 一 OriEk. 
64 叫做 矩阵 4 的 行列 式 因子 ,而 sk 则 叫做 矩阵 4 的 初等 因子 。 由 
(4) 可 知 : 初等 因子 等 于 相 邻 的 两 个 行列 式 因子 的 商 . 

4. 初等 因子 sx 除了 相差 一 个 可 道 元 守 外 ，、 出 和 让 阵 4 唯一 确 
定 ， 这 一 事实 在 下 一 节 里 将 要 通过 另 一 途径 得 出 ， 在 下 一 节 里 将 
要 证 明 , 初等 因子 (只 要 它们 不 是 可 逆 元 索 ) 只 与 商 模 骂 /名 有 关 ， 
而 这 个 商 模 显然 由 4 完全 确定 . 

习题 . 3， 每 一 个 具有 整数 系数 mx 和 常数 项 B; 的 线性 丢 番 都 方程 组 


(5) ui (i = 1, +, m) 
都 可 以 通过 未 知 量 和 方程 的 么 模 变 换 变 成 
8i77ji 一 Ti (一 1 -73; 2 天 0) 
0 = 0, z (7 一” 十 1 ……， 坊 ) 


的 形式 。 这 个 方程 组 有 整数 解 的 条 件 是 
7 二 0(8;), 6; 一 0. 
当 i&r 时 ,相应 的 wi 可 由 上 述 竹 件 确 定 ， 而 其 余 的 3 则 是 任意 的 , .654 是 这 
些 w; 的 带 有 整 系数 的 线性 函数 。 
4. 线 性 方程 组 (5) 有 整数 解 , 当 且 仅 当 对 任意 整数 4; 和 4， 由 


z > Airik0 (4) (k == 1 ， "9 7 ) 
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即 有 
S, 1;8;=0(4). 


§ 135. 阿 贝 耳 (Abel) 群 的 基本 定理 


设 6 是 一 个 具有 有 限 多 个 生成 元 的 、 写 成 加 群 形式 的 阿 贝尔 
(Abel) 群 ， 也 就 是 一 个 模 。 如 果 给 出 了 6 的 一 个 算 子 区 KK, 我 们 
总 是 认为 K 中 有 一 个 单位 元 ， 并 且 这 个 单位 元 就 是 单位 算 子 ( 参 
看 $ 132); 如 果 没 有 给 出 6 的 算 子 区 ， 那 么 就 认为 整数 环 是 算 子 
区 ， 这 个 算 子 区 同样 满足 上 述 假定 ， 这 一 次 我 们 把 算 子 号 在 模 元 
素 的 左边 . 

先 设 G 是 一 个 循环 群 : 6 二 (g). KK 中 将 8 零 化 的 元 案 上 的 
全 体 是 长 中 的 一 个 左 理想 a: 由 pg = 二 0 和 pwg = 二 0 即 有 (44 一 p2)g 

二 0, 并 且 由 yg 一 0 即 可 知 对 于 改 中 每 个 < 都 有 eug 一 0. 对 
于 及 中 的 每 个 4, 令 18 与 它 对 应 ， 由 于 
(4 十 pg 一 18 十 18， 
Ap 8 一 4 pg, 

所 以 这 一 对 应 是 一 个 对 于 监 的 算 子 同 态 。 根 据 同 态 定 理 即 有 

GK/a, 
或 省 说 , 一 个 循环 尺 - 模 @ 与 KK 对 于 全 的 替 化 左 理 想 的 同 余 类 模 
同 构 ， : 
对 于 普通 循环 群 @ 的 情形 ,从 这 里 可 以 重新 得 到 过 去 已 有 的 
结 东 , 即 @6 与 整数 加 群 或 对 某 一 整数 的 同 余 类 群 同 构 ， 如 果 理 想 
a 的 基 元 素 是 4 > 0, 则 循环 群 (g) 或 元 素 8 的 阶 等 于 

刚才 所 证 明 的 定理 并 不 依赖 于 我 们 对 KK 所 作 的 各 种 特殊 假 
设 。 如 果 象 我 们 以 下 将 要 假定 的 那样 , KK 是 交换 的 并 且 是 一 个 欧 
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几 里 得 环 ， 那 么 还 可 以 得 出 更 进一步 的 结论 ， 这 时 理想 a 是 一 个 
主 理想 : a 一 《a)。 我 们 假设 e 和 关 0, 并 且 ( 如 果 可 能 的 话 ) 将 & 分 
解 成 两 个 互 素 的 因子 : 

0 一 00， 

1 = hp 十 Ap， 
然后 作出 循环 群 @ 二 (pg), 5, 一 (og)。 这 时 6 被 0 所 零 化 而 
G: 包 2 所 和 雪 化 。 由 于 

& 一 408 十 pog, 

所 以 @G 是 人 和 6G@ 的 和 ， 交 @ 站 G@: 被 和 cc 所 堆 化 ,从 而 被 
1 一 hp 十 pr 所 零 化 ， 因 此 , @G 站 6, 一 (0), 从 而 两 个 子 群 之 和 
是 直 和 : 

SG = 6 + 6$,. 
如 朱 5 或 2 还 可 以 进一步 分 解 成 互 素 的 因子 ， 则 @, 或 6, 还 可 以 
进一步 分 解 。 人 循环 群 下 最 后 将 被 分 解 成 一 些 循 环 群 的 直 和 ,其 中 
每 个 直 因 子 被 一 个 素数 寅 所 零 化 。 这 些 素数 二 的 来 积 等 于 wx. 具 
有 这 一 性 质 的 群 称 为 素数 替 群 。 

现在 我 们 转 辐 一 般 的 情形 。 这 时 6 是 一 个 具有 有 限 多 个 生 
成 元 ,gs 的 监 - 模 , 因 而 G@6 中 的 元 素 具 有 形式 : 
ii 十 +: 十 ,pn。 
如 未 我 们 作出 不 定 元 4，**…, uw 的 线性 型 横 
Dt = (Wu, ,hs)) 

则 3t 中 的 每 个 线性 型 34;n; 有 @ 中 的 一 个 元 素 驯 4ig; 与 之 对 应 ， 
这 个 对 应 是 一 个 模 同 态 , 因 而 根据 同 态 定理 有 

6 2 M/N, 


1) 素数 ”一 词 是 “ 环 长 中 的 素 元 ”的 简称 。 在 普通 阿 贝 耳 群 的 情形 就 是 普通 的 业 
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其 中 先是 那样 一 些 线性 型 区 4;4; 组 成 的 子 模 ， 对 于 它们 来 说 ， 
Zig; 一 0. 

我 们 仍旧 假定 到 是 一 个 欧 几 里 得 环 .。 根据 $ 134, 可 以 引信 
名 和 耽 的 新 基 Cv4， vw) 和 (ui,，*"*， Un)(z 之 m), 使 得 

Vi :一 El 2 一  ，。。。，712 ， 
si+1 = 0(8;), 

在 上 面 所 定义 的 同 态 之 下 , 基 元 素 * 被 映 成 全 中 的 元 过 如 ，，……， 
hn。，B 中 所 有 元 素 都 具有 eh 十 十 powhs 的 形式 , 并 且 这 样 一 
个 元 素 等 于 零 , 当 且 仅 当 


Ri Hall 十 十 potn 于 0Cv1, … “2mh 


Hmtl = 0， 


pm = 0(Em) 
这 束 是 说 ,一 个 入 有 十 …… 十 pnhs 等 于 零 ， 当 且 仅 当 它们 的 各 
个 单项 等 于 零 ; 而 各 单项 等 于 零 , 当 且 仅 当 它 们 的 系数 如 在 ;= 1， 
… ,1 时 能 锐 8; 整除 ,而 在 i = m 十 1, 有 时 等 于 零 . 
汲 一 种 表述 方式 是 : 
群 玫 是 一 些 侨 环 群 的 直 和 :; 儿 二 《有 十， 十 (h,), 而 ( 训 ) 
的 零 化 理想 是 : 
(8;)， 当 j= 1,:，., 1， 
(0)， 当 i 一 十 1, .1 
这 就 是 具有 有 限 多 个 生成 元 的 阿 贝 尔 群 的 基本 定理 
普通 阿 贝 尔 群 的 情形 , |,| 就 是 循环 群 (h),…,(h,) 的 阶 ， 
而 其 余 的 循环 群 (h+1),， +,(h,) 则 是 无 限 的 ， 
对 于 基本 定理 还 需要 作 以 下 三 点 补充 : 
a) 去掉 初 等 因子 s 中 的 可 逆 元 素 ; 
9574。 


虽 二 和 和 和 


in = 人 1， 


b) 将 循环 群 进 一 步 分解 为 素数 寡 群 ; 
c) 唯一 性 ， 
a) 如 果 s: 是 一 个 可 道 元 素 ， 那 么 (sb 就 是 单位 理想 ， 因 而 


Kh 一 《0)， 这 时 循环 群 Kh 可 以 从 直 分 解 民 有 十.… 十 下 和 中 


除去 ， 

去 掉 所 有 的 可 逆 元 素 之 后 , 可 将 余下 来 的 零 化 理想 (6;), (0) 
按照 相反 的 顺序 排列 成 m，.…，q。 这 时 就 有 

A; 三 00qi41 )。 

b) 循环 群 (45) 当 中 ， 其 零 化 理想 为 (0) 者 与 K 同 构 ， 另 一 方 
面 , 根 据 本 节 开 头 所 证 明 的 。 零 化 理想 (es;) 关 (0) 的 循环 群 还 可 以 
进一步 分 解 为 素数 需 群 . 相应 的 零 化 素数 震 可 由 s; 的 因子 分 解 
得 出 。 在 6 的 分 解 中 属于 同一 素数 乡 的 素数 寡 群 之 和 是 一 个 子 
群 3,, 这 个 子 群 由 6 中 能 被 一 个 适当 高 的 短 pr? 所 零 化 的 元 素 组 


成 ， 因 此 群 咱 ,是 唯一 确定 的 。 如 果 命 4 表示 零 化 理想 为 (0) 的 循 


环 群 之 和 ,那么 就 有 
GS = 2) 3,+1. 


将 名, 作 进 一 步 的 分 解 ,我 们 又 可 以 反 过 来 得 出 素数 宕 群 ， 这 些 素 
数 暴 群 不 是 绝对 地 唯一 确定 的 ,但 在 下 面 可 以 看 到 ,它们 是 存 相 差 
一 个 同 构 的 意义 下 唯一 确定 的 . 另 一 方面 ,每 个 8, 中 有 一 个 唯一 
确定 的 子 群 列 3,,,, B,, B,,0; 其 中 3,,, 由 群 和 东 , 中 所 有 能 
被 p? 零 化 的 元 案 组 成 。 这 个 子 群 列 中 第 一 个 子 群 是 3,, 最 后 一 
个 于 群 仅 含 一 个 元 素 零 , 

群 也 不 是 唯一 确定 的 ， 但 在 相差 一 个 同 构 的 意义 下 是 唯一 确 
定 的 ,因为 我 们 有 


Us 6 /3%,. 
n 
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c) 唯一 性 定理 ， 在 直 分 解 G 一 @ 十 .…. 十 G@ 中 出 现 的 满 
足 条 件 qi 三 0(qjy1) 的 震 化 理想 1,，"……, ag 由 模 @@ 本 身 唯 一 确定 ， 

证 . 如 果 能 够 证 明 , 对 于 KK 中 每 个 素数 寡 如 , 可 以 唯一 地 判 
定 它 能 整除 多 少 个 a;, 那么 定理 中 所 断言 的 唯一 性 就 证 明了 。 事 
实 上 , 如 果 如 恰 能 整除 这 些 理想 当中 的 & 个 , 那么 由 于 这 些 理想 
本 身 之 间 的 可 除 性 关系 ， 能 被 如 所 整除 的 就 是 开头 的 有 个 理想 ， 
即 %,……，, ak。 这 样 一 来 ,对 于 每 个 素数 寡 如 来 说 ,我 们 不 但 知道 
它 能 够 整除 多 少 个 wm， 而 且 还 知道 它 能 够 整除 哪些 个 %; 因而 对 
于 每 一 个 a; 来 说 , 就 知道 它 能 被 哪些 素数 军 所 整除 .能够 被 任意 
高 次 宕 整除 的 a; 就 是 零 理 想 , 而 其 余 的 理想 则 由 它们 的 素 因 子 分 
解 唯 一 地 确定 . 

如 果 加 整除 循环 群 @6, 的 零 化 理想 a;, 则 

p” 6,/p’®, 

是 一 个 以 (p) 为 零 化 理想 的 循环 群 ,因而 是 一 个 单 群 . 与 此 相反 ,如 
果 pr 不 能 整除 a, 则 pr®; = pp”!@,,， 从 而 p/p'G, 一 (0)。， 因 
此 加 -2G/toG 是 一 些 单 群 的 直 和 ， 这 些 单 群 的 个 数 等 于 能 够 被 pr 
整除 的 ai 的 个 数 。 这 样 一 来 ,，& 就 是 zz-!G/pzG 的 合成 列 的 长 
度 , 因 而 是 唯一 确定 的 . 

习题 。 1. 将 最 后 这 个 证 明 中 最 后 简略 地 写 出 的 部 分 补充 完全 ， 

2. 在 b) 中 作出 的 群 尺 是 区 上 的 一 个 线性 型 模 ， 它 所 能 分 解 成 的 
乱 坏 群 的 个 数 等 于 群生 的 秩 ( 秩 = 对 线性 无 关 的 元 案 的 最 大 个 数 )， 


3， 等 虑 b) 中 所 作出 的 唯一 确定 的 群 及 其 商 群 的 合成 列 的 长 度 , 从 而 给 
出 唯一 竹 定 理 的 另 一 证 明 。 模 闷 的 秩 ( 见 习题 2) 也 可 以 利用 。 


y 136. 表示 与 表示 模 
所 谢 环 0 在 民 中 的 一 个 线性 变 搁 或 方 阵 表示 , 指 的 是 一 个 同 
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态 

0 ~ 外， 
其 中 仿 是 KK 中 的 + 阶 方 阵 所 组 成 的 一 个 环 。 如 果 这 个 同 态 是 一 
个 同 构 ,我 们 就 说 这 个 表示 是 一 个 忠实 表 示 ， : 

还 5 在 发 上 的 一 个 表示 模 就 是 这 样 一 个 双 模 ” 叫 , 它 以 0 为 
左 算 子 区 ,以 民 为 右 算 子 区 ,并且 具 有 下 列 性 质 : 

1. 3 可 以 看 成 人 上 的 一 个 线性 型 模 : 

MM=wK+:.… + wkK. 

2. 对 村 aco,zxzcE 趾 ,16 玫 有 
(1) a* Uh = au* Nh. 

后 一 要 求 说 明 , 以 a 去 素 中 的 元 素 是 KK- 模 对 的 一 个 算 子 
癌 态 , 即 一 个 线性 变换 ， 这 个 线性 变换 可 由 一 个 方 阵 4 二 (aix) 给 
出 : | 

a Wk = DF UjOih 
1 之 天 估 一 之 志 OU0j | 
这 样 一 来 , 对于。 中 每 个 元 素 a, 有 下 中 的 一 个 方 阵 4 与 它 对 应 . 
由 于 我 们 对 模 叹 所 作 的 假设 ,与 中 两 个 元 素 a, 5 的 和 与 积 相 对 
应 的 是 相应 的 线性 变换 的 和 与 积 ,因而 也 是 相应 的 方 阵 的 和 与 积 ， 
因此 ,对 应 a 一 > 4 是 环 9 的 一 个 表示 . 

反之 ,如 果 给 出 了 环 " 在 下 上 的 一 个 线性 型 模 跑 中 的 线性 变 
拨 表 示 , 那 么 只 要 通过 (2) 来 定义 乘积 e. wu(a € 0, wx6 趾 ), 就 可 以 
使 里 成 为 一 个 双 模 。 这 时 我 们 可 以 反 过 来 证 明 双 模 的 一 切 性 质 
以 及 规律 (1) 成 立 。 因 此 , 多 是 一 个 表示 模 . 

相应 于 每 个 表示 模 有 环 5 的 一 个 线性 变换 表示 。 或 者 当 我 们 
选 定 一 个 愉 - 基 (zi ，to) 之 后 ， 有 一 个 方 阵 表示 。 反 之 ， 相 应 
可 每 个 表示 有 一 个 表示 模 。 
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当 我 们 通过 基 变 换 
(xi Ha) 一 《0 ta) 
由 基 (Cw4，*…*, w,) 过 渡 到 另 一 基 (Cwi,，*…*, ws) 时 , 同一 线性 变换 由 
方 阵 
4 一 P-L4P 


给 出 。 这 时 与 环 中 的 元 妈 4 相对 应 的 就 是 一 个 新 的 方 阵 4. 我 ， 


们 说 这 古 一 个 等 价 表示 .因为 由 一 个 表示 过 渡 到 一 个 与 之 等 价 的 
表 不 只 不 过 是 由 表示 模 的 一 个 基 过 渡 到 同一 表示 模 ( 或 一 个 与 之 
算 子 同 构 的 模 ) 的 为 一 个 基 , 所 以 得 出 如 下 的 结论 : 等 价 的 表示 相 
当 于 彼此 辐 构 的 表示 模 , 反 之 亦 然 ， 

线性 型 模 疯 的 一 组 线性 变换 , 特别 是 一 个 环 的 一 个 表示 , 是 
做 可 约 的 ， 如 果 这 一 组 里 的 所 有 线性 变换 都 将 某 一 固定 的 线性 子 
空间 针 去 (0),， 关 对 映 入 它 自身 之 内 ， 这 时 名 叫做 一 个 不 变 子 
空间 ， 当 我 们 所 芳 虑 的 是 某 一 环 o 的 一 个 表示 时 ,将 对 看 成 对 于 
co 和 KK 的 一 个 双 模 ,那么 不 变 子 空间 旬 能 够 容许 。 的 一 切 元 素 作 
为 左 算 子 。 由 此 可 知 , 环 的 一 个 表示 是 可 约 的 , 当 且 仅 当 相应 的 表 
示 模 有 一 个 子 ( 双 ) 模 吹 . 

现在 假设 和 是 一 个 域 。 为 了 研究 一 个 可 约 表 示 的 方 阵 具有 
何 种 形状 , 我 们 从 先 的 一 个 尺 - 基 出 发 ， 并 将 其 扩充 为 对 的 一 个 
基 ($§ 133)。 现 在 设 

R=vK+:... 十 v,K, 
M=oK+t.. vvK+iwkK+i...+wkK. 
一 个 线 注 变换 将 名 有 上 映 入 它 自身 之 内 这 一 事实 ,总 意味 着 元 素 s 经 
过 变换 后 所 得 的 元 素 仍 可 由 v 表 出 , 即 有 
y; 一 之 | VijOii, 
3) | j 一 3 yo, + 2 wiTije 
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令 k= (pi;)， 5 一 (0i;), T= (Tij), 则 线性 变换 由 方 阵 


‘(0 7) 


给 出 ， 由 此 可 知 ,一 组 方 阵 是 可 约 的 , 当 且 仅 当 这 一 组 的 所 有 方 阵 
都 能 够 由 一 个 变换 4 一 PT1AP ( 即 选择 一 个 新 基 ) 同 时 化 为 (4) 的 
形式 ， 
出 (3) 可 以 看 出 ， 
{ ‘= og,): R 
(wi 0) Cw) Tmod MY. 
这 个 式 子 可 以 作 如 下 解释 : 
对 环 0 的 一 个 可 约 表示 来 说 ,如 果 把 不 区 了 模 % 和 商 寞 其 /和 
都 看 成 表示 模 , 那 么 由 这 两 个 模 得 到 的 表示 由 (4) 中 的 两 部 分 尺 和 
了 给 出 。 | 
如 有 果 我 们 取 外 为 一 个 最 大 不 变 子 模 观 /_i, 而 在 这 一 子 模 中 又 
取 一 个 最 大 不 变 子 模 对 ,-, 等 等 ,直到 得 出 一 个 合成 列 
Dt 一 M,, Dt, “** ,Di = (0), 
那么 适当 地 选取 驱 的 基 之 后 ,表示 的 方 阵 就 具有 如 下 形式 : 


(5) 


Rj R,, 

0 天 。 
C6) . 2 

0 .。。。.。。 0 R,, 


对 角 线 上 的 方块 Rs 给 出 与 合成 因子 昕 /ay 相当 的 表示 .由 于 
这 些 合成 因子 都 是 一 些 单 双 模 〈 即 没有 不 变 子 模 )。 所 以 相应 的 
表示 都 是 不 可 约 的 。 将 一 个 宸 示 化 成 (6) 这 种 形式 的 过 程 称 为 表 
示 的 “ 约 化 过 程 "?。 根 据 若 当 - 赫 尔 德 (Jordan-H6lder) 定理 (§ 48)， 
合成 因子 除了 次 序 之 差 外 ， 在 相差 一 个 算 子 同 构 的 意义 下 是 唯一 
确定 的 。 因 此 , 约 化 后 的 表示 (6) 中 ,不 可 约 成 分 Ri 除了 次 序 之 
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差 外 ,在 等 价 表 示 的 意义 下 是 唯一 确定 的 ， 

如 霖 在 (3) 中 , oi; 都 等 于 零 , 那 么 这 就 意味 着 不 仅 Cv1,***,v,) 
尽 一 个 不 变 子 模 , 而 且 Cwi,*…, ws) 也 是 一 个 不 变 子 模 。 因此 骂 
坪 两 个 不 变 子 模 凡 与 外 的 直 和 。 这 时 方 阵 (4) 具 有 形式 


R 0 
“一 (1 7 ); 

其 中 RR 属于 由 % 所 确定 的 表示 ,TT 属 于 由 人 所 确定 的 表示 ， 在 这 
一 情形 下 就 说 ,表示 4 一 4 分 解 成 表示 a 一 R 和 4 一 工 . 

如 末 双 模 味 在 $ 49 的 意义 下 完全 可 约 , 也 就 是 说 , 可 以 分 解 
成 一 些 单 双 模 的 直 和 , 则 由 听 所 确定 的 表示 由 方 阵 

Ry 0 

(7) a 


给 出 ， 对 角 线 上 的 方块 给 出 一 些 不 可 约 表 示 ， 其 中 当然 可 能 有 相 
同 的 表示 出 现 . 我 们 把 这 样 一 个 表示 称 为 完全 可 约 的 ， 

下 面 几 节 中 关于 单个 方 阵 的 理论 给 出 本 节 中 各 种 概念 的 例 
本. 

习题 。 1. 设 "是 一 个 具有 单位 元 素 的 环 , 并 且 在 o 的 一 个 表示 下 单位 
元 素 被 映 成 单位 方 阵 ， 那 么 对 于 相应 的 表示 模 来 说 ， 单 位 元 素 即 单位 算 子 . 
利用 $ 132 中 的 一 个 定理 证 明 ，o 的 每 个 表示 可 分 解 成 两 个 这 样 的 表示 。 对 
素 都 被 映 成 零 方 阵 : 

S 0 
4=(， ,): 


2. 一 个 表示 是 完全 可 约 的 , 当 且 仅 当 对 于 每 一 个 不 变 子 空间 多 ,可 以 找 
到 另 一 个 不 变 于 空间 名, 使 得 名 和 全 一起 张 成 空间 9 
DN=NR+A,. 
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3. 如果 (要 tr) 一 (ts ，**s tx)P 是 表示 模 到 它 自身 内 的 一 个 同 
态 , 则 方 阵 了 与 表示 中 的 所 有 方 阵 4 可 交换 : 


AP 一 了 4， 


反之 亦 然 
$ 137. 交换 域 中 一 个 方 阵 的 标准 形 
议 湛 一 《to) 是 一 个 交换 域 区 上 的 一 个 线性 型 模 , 而 


Uk 一 > Vk 一 2) WiCik / 
古 丈 到 它 目 身 内 的 一 个 线性 变换 。 我 们 要 引入 一 个 新 的 基 
(ts, Ua) = (Hs, Wn)P 
(其 中 P 是 K 中 一 个 可 逆 方 阵 ), 以 便 将 方 阵 4 二 (6x) 化 成 尽 可 
能 简单 的 标准 形式 
A’ = P-L4P， 

请 注意 现在 的 提 法 和 $ 134 中 提 法 的 不 同 之 处 , 在 那里 所 讨论 的 
是 两 个 新 基 (> ) 和 (x ,从 而 4' = 5-4C。， 在 目前 情况 下 变换 的 
可 能 性 受到 了 限制 。 因 此 对 K 也 需要 作 更 多 的 假设 , 即 假设 玉 是 
一 个 域 ， 

我 们 现在 把 方 阵 4 的 各 次 寡 看 作 是 不 定 元 * 的 各 次 宕 的 单 值 
表示 ,并 且 对 每 个 多 项 式 
1(%) 一 > aoxz?， 
使 方 阵 
1((4A)= 20,4’ 
与 之 对 应 ,从 而 将 这 一 表示 开拓 成 多 项 式 环 Kfx] 的 一 个 表示 . 由 
于 4 的 各 个 害 相 互 可 交换 ， 并 且 它 们 与 系数 &; 也 可 交换 , 所 以 这 
个 表示 是 一 个 同 态 . 
这 个 表示 有 一 个 表示 模 跑 。 只 要 通过 
(Bo N= Tod 
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来 定义 必 [x] 中 一 个 多 项 式 与 一 个 se 观 的 乘积 就 可 以 得 出 这 个 
表示 模 来 。 表示 模 听 是 相对 于 K[x] 入 的 一 个 双 模 。 然而 下 
中 的 元 素 与 所 有 其 余 元 素 可 交换 并 且 这 些 元 素 彼此 也 可 交换 , 因 
此 我 们 可 以 把 这 些 元 素 写 在 吐 中 的 元 素 的 左边 , 即 

uN = Nu. 
于 是 就 可 以 直截了当 地 将 路 看 成 一 个 人 [x]- 模 . 

由 于 多 项 式 环 发 [*] 是 一 个 欧 几 里 德 环 , 所 以 $ 135 中 的 基本 
定理 可 以 应 用 : 模 义 是 一 些 循环 长 [x]- 模 (w),.…,(w,) 的 直 
和 ,每 个 这 样 的 模 的 零 化 理想 或 者 是 零 理 想 , 或 者 是 由 区 [x] 中 一 
个 多 项 式 生 成 ， 零 理想 的 情形 实际 上 是 不 可 能 的 。 事实 上 ， 对 每 
个 w 二 w, 来 说 ,wxw, x*w，。** 诸 量 当 中 最 多 只 可 能 有 2 个 是 
线性 无 关 的 ,因此 可 以 找到 一 个 多 项 式 如 wx 和 0, 使 得 

DD Ox = 0. 
这 样 一 来 ,每 个 w 一 w, 都 有 一 个 次 数 最 低 的 零 化 多 项 式 
jz) = x pr 

并 且 

furi(*) = 0(f,), 
元 系 wxw，"…, x*-1iw 在 KK 上 线 上 无 关 ， 因 而 可 以 用 来 作为 循 
环 [x]- 模 (w) 二 《wxw，x?ww，…) 的 一 个 基 ， 这 祥 一 来 ， 我 
们 就 有 


Axlw ~— xhw == — 0 . 纪 一 0。X 纪 一 
ley 
从 而 模 (w， xw， …) 到 它 自 身 内 的 变换 4 在 新 的 基 中 由 方 阵 
3 了 3834， 


] 0 00 一 Ci 
(1) 4 一 |01 ， 
0 和 1] 一 ok-: 


表示 .这 种 方 阵 称 为 相伴 方 阵 .对 于 每 一 w,, 有 一 个 这 种 类 者 的 
相伴 方 阵 与 之 对 应 。 由 于 叶 是 Cw,) 的 直 和 ,于 是 就 得 到 方 阵 4 的 
第 一 标准 形 : 
A 
(2) 4 一 . |， 
+ 

其 中 的 小 块 4, 都 是 形 如 (1) 的 相 件 方 阵 . 

由 $ 135 中 的 唯一 性 定理 可 知 ， 多 项 式 f,(x)， 从 而 相伴 方 阵 
4,, 由 模 对 唯一 确定 . 

如 果 我 们 将 循环 模 (w,) 进 一 步 分解 成 一 些 以 素 多 项 式 的 宕 为 
零 化 多 项 式 的 循环 模 的 直 和 ,那么 (2) 中 的 块 4, 还 可 以 进一步 “ 约 
化 ". 这 时 (2) 的 形状 仍然 不 变 , 只 不 过 现在 的 相伴 方 阵 (1) 对 应 于 
素 多 项 式 的 容 (p(x))r* 《第 二 标准 形 )。 在 这 一 情形 下 的 相伴 方 阵 
除了 它们 在 (2) 中 的 次 序 外 ， 也 是 唯一 确定 的 。 多项式 (p(*)) 
有 时 称 为 方 阵 4 的 初等 因子 。 可 是 这 个 名 称 在 这 里 有 着 不 同 于 
$ 134 的 浪 义 。 这 两 个 概念 之 间 的 关系 将 在 $ 138 中 给 出 . 

利用 德 环 模 (wy) 的 含 成 列 ， 我 们 还 可 以 将 刚才 所 建立 的 标准 
形 作 进一步 的 约 化 。 在 这 里 我 们 仅 就 所 出 现 的 素 多 项 式 p(%) 均 
为 一 次 多 项 式 的 情形 来 进行 这 样 的 约 化 。 特别 当 域 下 是 代数 封 
闭 域 时 ,一定 会 出 现 这 样 的 情形 。 设 

Pl) 一 5 一 4， 14) = (x 一 0) 
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我 们 取 
vi = (x — 4) iw, 
V2 一 (x — 4) 2w, 


太 生 清和 


Vp 
于 十 / 
(x 和 Di 一 0, ~ | 
(x NA) vn 一 Up-l z (1 <w < 魏 P) 
或 
‘Av = 此 1 一 ” Nis 
(3) | 


os 一 ro 一 42 TF Yn 


这 样 一 来 , 块 41 就 有 约 化 形式 


和 1 0 0 

0 1 
4 一 | :9 _ 
| 

| 


将 这 些 块 让 到 (2) 中 去 ,就 得 到 第 三 标准 形 ， 在 这 里 特征 报 和 
块 的 阶 数 p, 也 是 唯一 确定 的 。 

， 对 应 于 同一 根 ， 的 所 有 向 量 0 生成 一 个 烧 b,， 这 个 模 被 x 
内 一 个 暴 所 零 化 ($ 135); 用 向 量 的 语言 来 说 , 这 个 神 称 为 局 玉 根 
的 子 空间 。 整 个 模 驮 是 这 些 子 空间 的 直 和 . 在 每 个 这 样 的 子 
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空间 中 我 们 可 以 作出 $ 135 中 所 提 到 的 ,被 (x 一 4)?, (x 一 2)P5 
,1 所 零 化 的 于 空间 列 。 被 * 一 4 所 零 化 ,也 就 是 说 ,满足 条 件 
Aw = Nw 
的 向 量 w， 陈 为 方 降 反 的 属于 特征 值 1 的 特征 向 量 
当 所 有 的 p 都 等 于 1, 也 就 是 说 , 当 多 项 式 f(x) 没有 重 因 子 
时 ,我 们 就 得 到 完全 可 约 的 情形 (参看 $ 136), 这 时 标准 形 (2) 具 有 
对 角 线形 式 | 


(4) 2 

0 1 
又 因为 
fn = 0(f,), 


所 以 只 要 最 高 次 的 初等 因子 f,(w) 没有 重 因子 就 够 了 。 
关于 求 特征 根 和 建立 标准 形 的 实际 方法 将 在 下 一 节 中 找到 . 


习题 。 1. 最 高 次 初等 因子 户 (*) 可 以 刻 划 作为 具有 性质 
az) 听 =0 或 K4)=0 
的 次 数 最 低 的 多 项 式 . 
2. 设 方 阵 4 已 表 成 第 二 或 第 三 种 标准 形 ， 试 决定 与 4 可 交换 的 方 阵 的 
全 体 [参看 $ 136, 习题 3]。 


$ 138. 初等 因子 与 特征 函数 
在 变换 z 
4 = P14P 
之 下 , 方 阵 xE 一 4 变 成 
/ PxE — A)P= xP-EP— Pp-AP= 7xE— 4’. 
我 们 要 决定 在 $ 134 的 意义 之 下 , 方 阵 xE 一 4 在 K[x] 中 的 初等 
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因子 。 由 于 左 乘 和 右 科 一 个 可 道 方 阵 时 ,这 些 初等 因子 是 不 变 的 ， 
因此 可 以 只 决定 方 阵 x 一 4 的 初等 因子 ,这 里 4 是 $137 中 的 
第 一 标准 形 。 由 $137 (1),(2) 可 知 , xE 一 4" 由 形 如 
x 0 10 Bb, 
一 上 x . 
zi 一 在 一 | 0 


二 
X p， 5 一 ? 


0 9 0 1 Xt Phi 
的 块 组 成 。 为 了 决定 这 个 方 阵 的 初等 因子 ， 我 们 要 把 它 化 成 对 角 
线形 式 。 将 第 二 至 第 4 行 分 别 乘 以 x，22，. 。 x4， 加 到 第 一 行 
上 去 , 束 得 到 


-1 > A 
0 . 
。 二 ~ l Bs 
0 。。。。。 0 | x 十 Bi 


经 过 行 的 对 换 将 第 一 行 移 到 最 下 面 来 ,那么 主 对 角 钱 以 下 全 都 是 
零 ， 再 将 前 面 的 列 的 适当 倍加 到 后 面 的 列 上 去 ， 很 容易 使 主 对 角 
线 以 上 全 变 为 零 . 这 样 就 得 到 
一 | 0 
一 1] 


一 1 
0 f(x) 
最 后 ,把 所 有 这 样 的 块 排列 起 来 ,并 且 交 换行 和 列 的 次 序 ， 使 得 在 
主 对 角 线 上 先 出 现 所 有 的 一 1, 那么 就 得 到 所 寻求 的 对 角 线形 式 
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f(x) 


0 f(x) 
这 样 一 来 ,我 们 就 看 到 ， 多 项 式 f(x) 连同 某 些 1 一 起 是 x*E 一 4 
的 初等 因子 .将 这 些 多 项 式 分 解 所 得 的 素 多 项 式 的 宕 就 是 在 $ 137 
的 意义 下 方 阵 4 的 初等 因子 . : 
A 的 特征 多 项 式 ( 特 征 函 数 ) 


X(z) = Tl f,C%) 


将 模 噬 零 化 ,因为 因子 f,(x) 将 咱 零 化， 于 是 有 
(1) xX(A) 一 0. 
特征 多 项 式 是 xE 一 4 的 最 高 阶 行列 式 因 子 ， 因 此 和 它 除 了 相差 一 
个 常数 因子 之 外 等 于 行列 式 |xE 一 4|。 可 以 立即 看 出 这 个 常数 
因子 等 于 1, 从 市 z : 
(2) z X(%) = |xE — A|, 

方 阵 4 的 特征 方程 (1) 也 可 以 由 (2) 通 过 直接 计算 导出 ， 事 实 
上 ,我 们 有 

XUk = 2 UiOik 
由 于 x 及 其 各 次 宕 与 Cik 可 交换 所 以 由 这 个 方程 组 中 消去 所 有 
的 «就 得 到 
: “Wj; = 0， 
一 On 一 020” Y On 
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或 
1 一 4 一 0， 
这 就 是 说 , X(x) 一 |xE 一 4| 零 化 所 有 的 ww, 从 而 零 化 整个 模 
Nt, : 
根据 以 上 所 述 ，4 的 特征 多 项 式 的 系数 在 变换 4 一 P14P 之 
下 不 变 ， 其 中 最 重要 的 是 第 一 个 和 末 一 个 系数 ,这 就 是 
4 的 迹 ， 一 xz 的 系数 ， 


SCA) — Don 
4 的 范 数 :《 一 1) wx? 的 系数 : 
N(A)= |41. 


符 征 消 数 的 根 就 是 上 一 节 中 [作为 多 项 式 f,(*) 的 根 ] 已 经 引 
人 有 的 特征 根 14,。 这 一 事实 给 了 我 们 一 个 有 用 的 方法 来 确定 这 些 4， 
和 建 了 并 前 一 节 中 的 标准 形 ， 先 求 出 

X(x) = |xE— A4| 
的 根 4,, 然后 由 线性 方程 组 
Ay= hiv 

求 出 v [参考 § 137, (3)]. 在 有 重 根 (p > 1) 的 情形 , $ 137, (3》 
中 其 余 的 zs,，……, v, 一 般 很 容易 求 出 ， 在 这 一 情形 下 ， 可 能 要 把 
属于 同一 4, 的 v, 换 成 它们 的 适当 的 线性 组 合 ， 

以 4, 为 根 的 方程 X(4) 一 0 在 许多 应 用 中 经 常 出 现 . 由 于 它 
在 长 期 微 扰 理论 中 的 应 用 ,这 个 方程 获得 了 长 期 方程 的 名 称 ， 


$ 139. 二 次 型 与 埃 尔 米 特 (Hermite) 弄 
设 开 是 一 个 特征 ~ 2 的 域 . 为 了 研究 一 个 二 次 型 
f(x1, ***, x ) 一 2 之 | PigXiXR (Bix = Pri) 
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对 于 中 的 特殊 的 值 x; 二 cc; 所 取 有 的 值 ， 我 们 把 ol， *…**, cn 看 成 
一 个 向 量 w 的 坐标 ,并 且 令 
Au, u) 一 fc ** *， ca) 一 之 之 BirCiCks 
设 vz 二 《4d1,，…*, dr) 为 男 一 向 量 ,我 们 作出 表示 式 
fu + vu tt hv) = 2 2 Bircice 十 2402 2 Bircidk 
+ N15) 5 Birdids = flu, u) + 24fCu, v) + PHv,v), 
其 中 
fu, 9) = 2 2 Bircidie 

双 线 性 型 人 wx, v) 显然 是 和 二 次 型 Kw, x) 不 变 地 《〈 即 与 基 向 量 的 
寺 择 无 关 地 ) 相 关联 着 的 , 称 为 Kw, w) 的 极 式 ， 

如 果 过 渡 到 空间 R, 的 一 个 新 基 (wi,*…, ww), 其 中 尺 通 过 
一 个 线性 变换 P 和 旧 的 基 疝 量 相关 联 : 

zi 一 2 irii, 
那么 我 们 知道 ,Rs 中 有 的 同 量 w 的 分 量 c。 将 按照 规则 
(1) cj 一 2 rij 
变换 ,而 二 次 型 了 将 变 成 
f= 之 Dikcick = 5 DYPBihrijrrkicycis 
它 的 系数 为 
pi 一 之 之 ， piriiTRie 

如 果 引入 方 阵 4 二 (Bn)，4 二 (pi), 并 且 作 出 方 阵 P 一 Cx) 

的 转 置 方 阵 严 , 那么 这 一 等 式 可 以 表 成 方 阵 形式 ， 这 时 我 们 有 
4 = PTAP. 

由 此 可 见 ， 一 个 二 次 型 的 系数 方 阵 的 变换 方式 和 线性 变换 的 
方 阵 的 变换 方式 是 完全 不 同 , 后 者 在 一 个 新 基 中 的 表达 式 由 4 二 
P14AP, 给 出 ， 

为 了 通过 变换 将 一 个 已 给 的 二 次 型 化 成 尽 可 能 地 简单 的 形 
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式 , 我 们 先 取 出 一 个 向 量 v1, 使 得 1(v, v,) 关 0.， 如果 f 不 恒 等 于 
零 ,这 一 点 是 永远 可 以 作 到 的 。v, 选 定 之 后 , 方程 fw, wx) 一 0 决 
定 空 间 R。 的 一 个 子 空间 R,- 并 且 这 个 子 空间 不 包含 wm。 如 果 
可 能 的 话 ,我 们 在 这 个 子 空间 里 又 取出 一 个 向 量 v,, 使 得 jos oa) 
志 0. 这 时 方程 fv,, 2) 一 0 和 前 面 的 方程 一 道 决定 Ra 中 的 一 
个 子 空间 R,-;, 并 且 这 个 于 空间 不 包含 v, 。 继续 这 样 进行 下 去 ， 
耳 到 出 现 这 样 一 个 子 空间 R,-,, 在 这 个 子 空 间 中 对 所 有 的 * 都 有 
fu, xz 一 0, 从 而 对 所 有 的 w,v 都 有 fu, v) 二 0?. 可 能 有 + = 
2， 这 时 R, 就 是 零 子 空间 ， 不 然 的 话 ， 我 们 在 Ra 中 可 以 任意 
地 选择 基 元 素 wzrt，…'，o。 这 时 就 有 

fvi, vi) 一 0 (i 上 ), 

fvis 0) = Yi0 Gi= 1,..., 7), 

flvi, vi)= 0 i=r+1,..., 71). 

现在 我 们 将 每 个 向 量 " 用 新 的 基 向 量 vy,，，…, ov, 表 出 ;: 

: A Zidivi, 
这 时 便 有 
(2) fl(v; sv)= 5 didif(\vi, ve) = 3 diYy, 。 


这 样 ,二 次 型 f 就 如 同 我 们 所 说 的 那样 ,被 化 成 一 个 平方 和 。 
R。- 中 的 向 量 w 具 有 如 下 性 质 : 对 所 有 的 a， 
: f{(w, u) = 0， 多 
并 且 这 一 性 质 刻 划 了 R。, 中 的 向 量 w， 因 此 ， 空 间 R,。 ,及 其 维 
数 a 一 + 是 和 + 不 变 地 相关 联 着 的 。〈2) 中 的 平方 项 的 个 数 ， 也 
是 不 变 的 ,这 个 整数 称 为 二 次 型 了 的 秩 . 
现在 我 们 假设 必 是 一 个 有 序 域 (§ 67)， 这 时 (2 中 出 现 的 负 


1) 在 这 里 用 到 特征 地 2 的 假设 。 
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的 7; 的 个 数 称 为 了 的 惯性 指数 ， 我 们 证 明 , 这 一 惯性 指数 也 古 个 
变 的 ( 西 尔 维 斯 符 (Sylvester) 惯 性 定理 ). 
假设 对 于 男 外 一 组 基 向 量 玫 来 送 , 二 次 型 } 有 有 表 不 


1 一 Bay? 


并 且 设 Yiy 5 7 是 正 的 ， 7 65+13 “7， 是 负 的 ， 71 7 是 
正 的 , yh,，……, 7'; 是 负 的， 如果 天 > 思 则 线性 方程 组 

d; = 0， ,太一 0，d 一 0 d 一 0 
定义 一 个 维 数 大 于 ”一 * 的 子 空 间 。 对 这 个 子 空间 里 的 一 个 向 量 


x“ 来 说 ,我 们 有 fu, zx) 一 3 Yi; 三 0; 另 一 方面 ,我 们 有 (wu,w) 


z 
一 了 》) d?Y; 三 0。 因此 必用 us w) 一 0, 并 且 所 有 的 d; 和 内 者 
等 于 零 ， 由 此 可 知 x 位 于 R,_, 内 ， 这 就 是 说 ， 有 一 个 维 数 大 于 
”一 了 的 空间 包含 在 一 个 维 数 等 于 ” 一 ; 的 空间 之 内 ,这 是 不 可 
能 的 ， 

如 果 在 (2) 中 所 有 yi 都 是 正 的 ,那么 当 > 一 ”时 ,我们 称 二 次 


型 了 是 正定 的 ， 而 当 > < ”时 则 称 /是 半 定 的 ， 正 定 的 二 次 型 可 


以 由 这 样 的 性 质 来 刻 划 , 即 对 于 任意 向 量 4 二 0, 它 所 取 的 值 都 是 
正 的 ;而 半 定 的 二 次 型 可 以 由 这 样 的 性 质 来 刻 划 , 即 对 于 任意 向 量 
所 取 的 值 并 不 一 定 总 是 正 的 ,但 永远 送 0. 

由 (2) 立即 看 出 , 将 量 VY; 添加 到 域 必 上 之 后 ,一 个 正定 的 
二 次 型 可 以 化 为 “单位 形式 ” 

: E(u, xu) = di. 

和 二 次 型 相 类 似 的 有 埃 尔 米 特 型 . 为 了 得 到 埃 尔 米 特 型 ,我 们 

将 有 序 域 区 中 一 个 负 量 “的 平方 根 6, 璧 如 说 , 将 9 一 V 一 1 添 
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加 到 民 上 去 .为 了 区 别 民 中 的 元 索 和 (0) 中 的 元 素 , 我 们 将 让 
中 的 元 素 称 为 “ 实 的 ”, 因 为 在 各 种 应 用 中 , K 都 是 实数 域 , 而 0 一 
一 1 可 
每 个 元 裘 < 一 4 十 20 有 一 个 其 斩 元 吉 zz 一 ua 一 050， 积 cc 一 
a? 一 020: 永远 是 实 的 并 且 宇 0， 其 中 的 等 号 只 有 当 e 一 0 时 才 成 
立 : 
所 谓 一 个 埃 尔 米 特 型 指 的 是 形式 如 四 
H(u, #) = 2 2 hireick (hin = hs) 
的 一 个 表达 式 。 对 于 任意 向 量 s, 埃 尔 米 特 型 的 值 都 是 实 的 ， 
如 果 象 在 本 节 开 头 处 一 样 作 
Hl(# + hvu ty)= Sy hircice FT 1 2D hircidi 十 
4 DD hrdics + hh > 之 AdidK， 
那么 作为 4 的 系数 我 们 就 得 到 极 式 
H(u, v) = 2 2 hincidi, 
显然 有 
H(v, «) 一 H(u, v). ”| 
当 我 们 通过 公式 (1) 引 入 一 个 新 的 基 时 , 埃 尔 米 特 型 的 方 隆昌 
按照 规律 
: H’ = PIHP 
变换 ,这 里 P+ 一 Fr 表示 共 力 转 置 方 阵 . 
表面 关于 二 次 型 表 成 平方 和 的 讨论 可 以 逐 字 逐 名 地 用 于 埃 尔 
米 特 型 。 这 时 我 们 将 得 到 标准 形 


(3) H(u, uw) = > diciy 《7 为 实 元 素 ). 


和 和 前面 一 样 , 埃 尔 米 特 型 太 称 为 正定 的 ,如 果 除 了 对 w= 二 0 之 
外 , 它 的 值 H(u, «) 永远 是 正 的 ， 或 者 说 ， 7 一 从 并 且 713 “3 Ys 
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全 都 是 正 数 。 漆 加 这 些 y; 的 平方 根 之 后 ,每 个 正定 埃 尔 米 特 型 都 
可 以 化 为 单位 形式 
E(u,u) = > Cici 

下 面 的 种 种 讨论 对 于 埃 尔 米 特 型 和 二 次 型 都 同样 成 立 .我 们 
仅 就 埃 尔 米 特 型 来 叙述 ; 只 要 让 在 讨论 过 程 中 出 现 的 一 切 量 都 属 
于 长 ,并 且 去 掉 所 有 的 短 横 ,就 可 以 得 出 关于 二 次 型 的 相应 的 定理 ， 

我 们 选 二 个 固定 的 2 个 变量 的 正定 埃 尔 米 特 型 G(wu, w) 作 
为 基本 型 ,并 且 将 它 的 系数 方 阵 (gsx) 记 作 G。 特 别 ,如 果 G(x, ww) 
是 蛙 位 形式 ,那么 G 就 是 单位 方 阵 E, 两 个 向 量 x, z 说 是 正 交 的 ， 
Gl(u, v) 一 0. 这 时 也 有 6G(o oa = 0。 和 一 个 向 量 # 关 0 

区 的 巾 量 ” 的 全 体 组 成 一 个 线性 子 空 间 , 称 为 与 xz 正 交 的 空间 ， 
人 是 下 的 那么 Gl(wu, w) 关 0, 因此 w 本 身 不 属于 与 4 正 交 
的 空间 R,-1。 出 + 个 相互 正 交 的 基 向 量 v1,'…, v; 组 成 的 向 量 系 
《如 在 建立 Glu, w) 的 标准 形 时 所 用 到 的 向 量 系 ) 称 为 一 个 完备 正 
关系 如果 CG(oj， zj) 一 1, 则 称 这 个 正 交 系 为 规范 的 。 

具有 性 质 

G(Au, v) 二 Glu, 4v) ”对 所 有 的 x 和 v) 
的 线性 变换 4 称 为 埃 尔 米 特 对 称 变 措 ， 或 简称 对 称 变换 ， 把 上 面 
的 条 件 具体 写 出 来 就 是 
2 2 2 BiGijC} Ci 一 2 GjRCIARICLS 


| >, gidii 一 > BikGRkly 
fi 


或 


或 
AiG = GA. 
特别 ,如 果 G 是 单位 形式 ,那么 对 称 条 件 简单 地 就 是 
4A4'=4 或 Qik = 0his . 
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这 就 说 明了 对 称 一 词 的 意义 。 
使 得 基本 型 G(u, w) 不 变 , 即 满足 条 件 
G(Au, Au) 一 Gan) 或 44 一 G 
的 线性 变换 4 称 为 再 变换 ; 在 实 的 情形 则 称 为 正 交 变 换 。 这 时 最 
然 也 有 GC(Awu, Av) 一 G(x, v)， 特 别 ,如 果 G = E (在 C 是 正定 
的 情形 ,我 们 总 可 以 作 这 样 的 假设 ), 那 么 这 个 条 件 就 成 为 
A'A 一 E 或 4 一 4 或 44 一 卫 ， 
其 体 书写 出 来 ,就 得 到 下 面 的 “ 正 交 性 条 件 ”: 


_ 0, 如 果 和 天 7 
之 2 01 一 OR 一 {i 如 果 大 一 / 
或 者 与 此 等 价 的 条 件 
之 RA 一 ie 


行列 式 等 于 1 的 实 正 交 变换 称 为 一 个 转动 . 
如 果 一 个 对 称 变换 或 下 变换 4 将 某 一 非 零 向 量 z 变 成 它 自身 
的 一 个 们 向量 , 即 
(4) ‘Au = Nu, 
也 就 是 说 ,A 使 得 由 ww 所 生成 的 射线 不 变 , 那 么 4 也 使 得 与 妈 正 交 
的 子 空间 RR,i 不 变 . 
证 。 设 v 属 于 R,_， 办 而 Ss, v) 一 0, 于 是 当 4 是 对 称 变 
换 时 有 
Glu, Av) = G(Au, v) = G(Nu, vy) = 1G(u, v) = 0 : 
而 当 4 是 西 变换 时 有 
Gl(u, Av) 一 G(AATu, Av) = G(A-iu, v) 
一 G(N wg, v) — 41G(u, v) = 0. 
县 有 性 质 \4) 的 一 个 向 量 x 去 0 称 为 变换 4 的 特征 向 量 ,而 
则 称 为 相应 的 特征 根 。 
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在 $ 138 中 已 经 看 到 ,特征 根 可 由 长 期 方程 
4 一 ca 一 012 


一 ao 4 一 co | 一 0 


(5) X(4) 一 


二 


求 出 ,而 相应 的 特征 向 量 则 由 等 价 于 (4) 的 线性 方程 组 
(6) Di OKCR 一 ci 
更 在 我 们 设 是 一 个 实 闭 域 ( 比 方 说 ,实数 域 ), 从 而 (9) 是 
代数 封闭 的 (参看 571)， 这 时 长 期 方程 (5 ) 在 KK(0) 中 必 有 一 个 根 
4i, 相应 于 这 个 根 有 一 个 特征 向 量 oa。 与 e 正 交 的 空间 R。: 被 4 
映 和 其 目 身 ， 并 且 由 于 4 在 整个 R, 中 是 一 个 对 称 变换 或 西 变 换 ， 
它 在 Rs 中 也 是 一 个 对 称 变换 或 本 变换 . 因此 ,根据 同样 的 论证 ， 
在 Rs 中 有 一 个 特征 向 量 e2; Rs 中 与 e: 正 交 的 空间 R。: 在 4 
之 下 不 变 ;如 此 类 推 ， 最 后 ,我 们 可 以 得 出 a 个 线性 无 关 的 彼此 正 
交 的 特征 向 量 ce1，"**, es 所 成 的 完备 正 交 系 
4es 一 hses. 

对 于 新 的 基 (e1,*…*， es), 方 阵 4 具 有 对 角 线 形式 ; 

hi 0 


(7) 4 一 PP 一 | ~%. 


0 让。 
如 未 通过 条件 G(e,, e,) 一 1 将 特征 向 量规 范 化 ， 那 么 以 这 
些 规范 化 的 。, 为 基 时 ，CG 就 等 于 单位 形式 E。 当 KK 是 实 闭 域 时 ， 
这 梓 的 规范 化 是 永远 可 能 的 ,因为 这 时 正 量 G(e,, e,) 的 平方 根 仍 
在 民 内 .现在 设 方 阵 4 是 对 称 的 ,那么 41 也 必然 是 对 称 的 , 因而 
与 如 相等 。 由 此 即 有 
,二 4， 或 1, EK. 
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二 = pe ee 


方 阵 4 或 4 的 特征 多 项 式 是 
X(X -一 TT (x TY 1,). 


因此 ,对 称 方 阵 的 长 期 方程 X(x) 一 0 的 根 全 是 实 的 ， 

更 进一步 ,如 果 4 和 G 都 是 实 的 , 那么 所 有 的 特征 向 量 e,, 作 
为 实 线性 方程 组 (6) 的 解 , 也 都 是 实 的 。 因 此 ， 一 个 实 对 称 方 阵 4 
可 以 通过 实 的 变换 化 为 对 角 线 形式 ， 

任 给 一 个 对 称 变换 4, 有 一 个 埃 尔 米 特 型 

H(u, u) 一 G(u, Au) = G(Au, 2) 
和 它 不 变 地 关联 着 。 这 个 埃 尔 米 特 型 的 方 阵 显然 是 
z H= GA., 
反 过 来 , 方 阵 4 由 这 个 埃 尔 米 特 型 唯一 确定 : 
一 G™H. 

将 4 和 G 化 成 对 角 线形 式 时 , H 二 G4 也 同时 被 化 成 对 角 线 
形式 ， 经 过 变换 后 的 埃 尔 米 特 型 将 是 
H(u, #) 一 coco 
这 样 我 们 就 证 明了 : : 

任何 一 对 埃 尔 米 特 型 G 和 日, 如 果 其 中 之 一 ， 比方 说 G, 是 正 
定 的 ,可 以 通过 同一 变换 同时 化 成 

人 8 ) 一 > Cc,, 
H(u, 2) 一 >) cc 
的 形式 ， 这 里 的 2 是 方 阵 4 = G~ 雪 的 特征 根 ,或 长 期 方程 
[4gx — hix| =0 

特别 ,任何 一 对 实 二 次 型 ,如 果 其 中 之 一 是 正定 的 话 ， 可 以 通 

过 一 个 实 的 变换 同时 化 成 平方 和 : 
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G(u, ) 一 2 Cy, 
H(u, 2) = 2 cih,. 
关于 二 次 型 偶 分 类 的 一 般 的 处 理 可 以 参看 L. E. Dickson,，Modern alge- 


braic Theories, Chicago, 1926. 

习题 。 1. 和 如果? 个 向 量 z， +…,v; 张 成 一 个 R,, 那么 与 所 有 这 些 问 
量 正 交 的 向 量 组 成 一 个 Re-,， 并且 整个 空间 Re 是 直 和 R, + Ra。 

2， 如 果 一 个 对 称 变换 或 西 变换 4 使 空间 R, 不 变 ， 那 么 它 也 使 与 R, 正 
交 的 空间 R-, 不 变 ， 

3， 任何 一 组 对 称 变换 或 本 变换 都 是 完全 可 约 的 ， 

4. 一 个 西 变 换 的 行列 式 DD 的 绝对 值 等 于 1， 即 DDP = 1， 一 个 实 正 交 变 
换 的 行列 式 等 于 土 1. 

5、 一 个 问 量 空间 到 它 自身 的 西 变换 组 成 一 个 群 ; 实 正 交 变 换 同 样 也 组 
成 一 个 群 ， 


$ 140. 反对 称 双 线性 型 
变量 X19 “°°, x， 利 ] 1 "s,s Yn 的 一 个 系数 属于 域 代 的 双 线 


性 型 
(1) f(x, y) 一 2 aiAXiYR 
则 做 反对 称 的 ,如 果 它 具有 下 面 两 个 性 质 : 
(2) Hx, y) 一 —f(y, x), 
(3) Hx, x) 一 0. 
从 系数 上 来 看 ,这 就 意味 着 
(4) aik = — Qki 
(5) 0 一 0。 
如 朱 通 过 同一 线性 变换 
ti 一 2 piixy 
和 一 2 pay 
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引入 新 的 变量 x; 和 yy 来 代替 x; 入, 则 双 线 性 型 人 x,y) 变 成 
一 个 新 的 双 线 性 型 
fx, y ) = 一 之 4 ait( 2 pixi) (2 priyi) 
一 这 ajxiy1. 
这 个 双 线 性 型 仍 是 反对 称 的 , 它 的 系数 由 
(6) a = 2 piiainbkl 
给 出 ， 采 用 和 宅 阵 记 法 则 是 
4 一 PT4P. 
由 (6) 可 得 ex 的 行列 式 D 的 变换 公式 
(7) D’ = DA’, 
这 里 和 是 变换 方 阵 的 行列 式 ， 
我 们 要 适当 地 选择 变换 方 阵 P, 以 便 将 反对 称 双 线 性 型 了 化 
为 尽 可 能 简单 的 标准 形 ， 这 一 变换 要 通过 用 个 步骤 来 实现 ， 
如 果 了 恒 等 于 零 ， 那 么 f 不 需 再 作 变 换 就 已 经 具有 标准 形式 
fo 二 0, : 
如 果 有 一 个 系数 不 为 零 ,那么 可 以 假设 eu 关 0. 现在 我 们 把 
含有 x 的 项 全 部 括 出 来 ,这 就 是 
xieDy2 十 “。 + binyn7)， 
这 时 含有 和 的 项 就 是 
一 (ebpxa 十 。 十 aigo791。 
引入 新 的 变量 


* 
X23 aut T+ dnt 


y2 = awy2 + + Arnys 
来 代替 x2 和 和 2， 并 且 将 f 与 成 X13 x2， XS3 "SN 和 15 y2， 33"" "3 
ya 的 双 线 性 型 。 这 时 含 x 和 yi 的 项 就 简化 为 
HY2 一 X271。 
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现在 设 含有 y; 的 项 为 
(xi 十 baxs 十 …。 十 bax)y2. 
我 们 引入 新 的 变量 : 
x 一 十 Baxs 十 十 Dnt， 
| y= 十 bys 二 十 bry 
来 代替 m 和 力 ， 并且 将 写成 允 z at 和 入 入 5， 
ys 的 双 线 性 型 。 在 这 个 双 线 性 型 里 ， 含 ma，z， yi ;的 项 只 有 两 
项 ,就 是 
1y2 一 #2y1e / / 
所 有 其 余 的 项 都 只 含 +3，…… ,xn; 3,"“'， Ys， 如 果 这 些 项 都 
为 零 ,那么 我 们 就 得 出 了 标准 形 


Fp Fr 用 
f= X12 Kay1e 


不 然 的 话 , 我 们 还 可 以 重复 上 面 的 过 程 ， 引 进 新 的 变量 xs, *， »， / 


”来 代替 x3，x4, yy4， 从 而 分 出 一 个 项 ， 

X394 一 X473。 
继续 这 样 进行 下 去 ,并 且 最 后 去 挤 各 个 变量 符号 上 的 小 撤 ， 就 得 出 
标准 形 
《8 ) 太一 (za 一 X21) 十，* 十 (xz 一 2 — XRY2k-1), 
其 中 

0 三 2% 
在 向 量 (ci,*……， c,) 组 成 的 维 向 量 空间 中 ,方程 
1f(c, y) 二 0 对 yi 恒 等 地 成 立 

或 

> ic = 0 
定义 一 个 线性 子 空间 名 。 如 果 方 阵 4 的 秩 为 ">, 那么 这 个 子 空间 
的 维 数 是 z 一 r+。 在 x; 和 yi 的 可 逆 线 性 变换 之 下 , 这 个 维 数 最 然 
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是 型 f 的 一 个 不 变量 。 因 此 * 也 是 一 个 不 变量 . 

就 标准 形 f 来 计算 秩 +, 我 们 就 得 到 
(9) r 二 2%， 

由 于 是 一 个 不 变量 ,所 以 原来 的 型 了 的 秩 ” 也 是 一 个 偶数 . 
因此 有 下 面 的 定理 : 

一 个 反对 称 方 阵 4 的 秩 是 一 个 偶数 2k. 全 等 于 标准 C8) 
的 项 数 .. 

如 果 # 是 奇数 ， 则 4 的 秩 必 定 小 于 ”% 因而 行列 式 D 等于零 . 
反之 ,如 果 # 一 2m 为 一 偶数 , 则 存在 着 行列 式 D 关 0 的 反对 称 双 
线性 型 ,例如 加 就 是 。 因 此 ， 在 在 着 一 个 侦 数 行 的 反对 称 方 阵 , 它 
的 行列 式 不 恒 等 于 零 . 

如 果 当 i < 时 命 ax 为 不 相关 不 定 元 ， 而 其 余 的 系数 由 (4) 
和 (5) 来 定义 ,我 们 就 得 到 一 个 一 般 的 反对 称 双 线性 型 ， 如 果 7 为 
偶数 (x 一 2m), 则 根据 以 上 所 证 , 这 个 一 般 反 对 称 型 的 行列 式 不 
恒 等 于 零 ， 将 这 个 一 般 型 化 为 标准 形 ， 我 们 就 得 到 标准 形 (8), 其 
中 二 m。 变 换 方 阵 的 系数 是 不 定 元 a 的 有 理 函数 ,而 标准 形 的 
行列 式 D' 等 于 1、 因 此 由 (7) 得 到 
(10) : D = A™, 

这 里 A 是 ai 的 有 理 函 数 , 它 可 以 写成 两 个 多 项 式 的 商 : 


(11) A = G/H. 
由 (10) 和 (11) 得 出 
(12) DG’ = 好 2. 
因此 五 可 以 被 G: 整除 ,从 而 吾 可 以 被 G 整除 : 
H= CO 


将 它 代入 (11) 和 (12) 便 得 到 
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和 
(14) D=— 0° 
DPD 是 ai 的 一 个 4 一 2m 次 齐 式 ， 从 而 8 是 oa 的 一 个 2 次 齐 
式 . 就 # = 二 2 和 2 二 4 两 种 情形 把 这 一 计算 具体 作出 来 ,我 们 有 
N12: 0 = ay, 
7 一 4 日 一 bib3 一 60083024 十 414423。 
普法 夫 (Pfaff) 找到 了 8 的 一 般 的 公式 。 这 个 公式 的 一 个 证 
明 , 可 以 在 逝世 后 才 发 表 的 R， 李 普 希 次 (Lipschitz) 的 一 封 信 中 找 
B21], Ann. Math., 69 (1959), 247. 
当 一 2m 时 ， 使 得 标准 形 刀 不 变 的 线性 变换 所 组 成 的 群 叫 
做 辛 群 。 关于 这 种 群 和 正 交 群 以 及 全 线性 群 的 结构 ， 可 参看 本 


Dieudonné, Sur les groupes classiques (Paris: Hermann, 1948), 
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第 十 七 章 代 数 


在 $17 中 所 引入 的 环 , 如 果 它 同时 是 某 一 域 P 上 的 有 限 维 疝 
量 空间 ,并 且 满 足 条 件 
(ou)v 一 kr(az) 一 alt ) 对 xcP， 
那么 就 称 为 域 P 上 的 一 个 超 复 系 或 结合 代数 . 如 果 去 掉 结 合 性 这 
一 要 求 ， 则 所 得 到 的 就 是 (线性 ) 代 数 的 一 般 概念 ， 在 非 结合 代数 
中 ,有 两 类 代数 特别 值得 提出 : | 
”1 交错 代数 ,在 这 种 代数 中 ,下 列 受 限制 的 结合 律 成 立 : 
a(ab) = (aa), 
bl(aa) = (ba)a, : 
交 馈 代数 的 一 个 最 古老 的 例子 就 是 凯 菜 (Cayley) 的 八 元 数 代 
数 。 这 方面 可 以 参 芳 M. Zorn,，Alternativk6rper und quadratische 
Systeme, ABbh. math. Sem, Univ., Hamburg, 9 (1933)，395。 交 
销 代数 对 于 平面 几何 学 的 公理 研究 有 着 重要 意义 0. 这 方面 新 近 
的 研究 可 参看 R. D. Schafer, Structure and representation of non- 
associative algebra, Bull. Amer. math. Soc., 61 (1955), 469., 
2. 李 (Lie) 代 数 ， 在 这 种 代数 中 ,下 列 运算 规则 成 立 : 
ab + ba = 0, 
apc 十 .ca 二 cc ap 一 0， 


1) R. Moufang, Alternativk6rper und Satz vom vollstindigen Vierseit. Ab&. 
Mazth. Sem. Univ.，Hamburg 9，207; 也 可 以 参看 Maith. Ann. 110, 416., 
此 外 还 可 参 痢 H. Freudenthal, Zur ebenen Oktavengeometrie. Proe， Akad. 
Amsierdam, AS6 (1953), 195 以 及 A57, 218, 363 和 A53, 151. 
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” 李 群 的 无 穷 小 生成 元 适合 这 些 规则 。 在 E. 嘉 当 (Cartan)? 和 
H. 外 尔 (Wey1)” 的 奠基 性 著作 中 ,结合 着 李 群 的 理论 研究 了 李 代 
数 . 有 关 新 的 研究 首先 可 参看 : 

E. Witt, J. reine u. angew. Matph., 177 (1937), 152 和 Abh. 
math,. Sem. Univ. Hamburg 14 (1941), 289. 

H. Freudenthal, Proce. Akad. Amsterdam, ASDT (1954), 369 
和 487; AS59 (1956), 511: A61 (1958), 379, 

在 本 书 中 ,我 们 只 讨论 结合 代数 ， 从 现在 起 , 说 到 代数 , 都 指 
的 泵 域 P 上 的 一 个 有 限 秩 的 结合 代数 ， 


$141. 下 和 与 直 交 


E. 诺 特 在 她 的 讲义 中 曾 一 再 强调 模 的 直 和 表示 与 直 交 表示 
之 闻 的 关系 的 重要 性 ， 这 一 观念 就 象 一 条 红线 一 样 贯穿 着 她 的 著 
作 . 现在 我 们 将 要 对 这 样 一 种 关系 加 以 说 明 . 先 从 乘法 群 人 手 ， 
然后 再 过 渡 到 加 法 表示 ， : 
一 个 群 6 是 子 群 2 ,，，…, 2, 的 直 积 的 意思 是 ; 
1. 每 一 3; 都 是 § 的 正规 子 群 ; 
2. 乘积 % .…. 21, 等 于 G; 
3. 如 朱 3; 是 除 % 外 一 切 25 的 乘积 ， 则 
2 人 3, 一 CE， 
这 里 @ 仪 由 单位 元 素 组 成 ， 
根据 $ 49 可 知 ,由 1. , 2. , 3. 可 以 推出 , G6 中 每 个 元 素 8 可 以 
1) E. Cartan，Thase (1894), 与 此 有 关 的 是 HH。Freudenthal，Proe. Akad. 
Amsierdam, A56 (1953). 
2) H. Weyl, Darstellang halbeinfacher Grappen durch lineare Transforma- 


tionen I—Il. Marh. Z., 23 (1925), 271 和 24 (1926)，328 和 789 这 及 
B, L. van der Waerden, Maith. 2Z., 37, 446., 
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唯一 地 玫 成 积 a1…as Cai € WL), 并 且 当 i 疡 7 时 , 1 中 的 每 个 元 
素 与 % 中 每 个 元 素 可 交换 ， 其 次 ,由 2. 可 以 推出 | 
9B, = 

群 8; 由 所 有 那样 的 乘积 a,.…. a, 组 成 ， 其 中 因子 w 等 于 。. 
由 此 可 以 推 知 ， 一 切 3; 的 交 等 于 @E， 而 一 切 3,(j 二 i) 的 交 等 于 
A. 和 一 来 , 3; 具有 以 下 三 点 性 质 ， 这 些 性 质 在 某 种 意义 下 是 
和 1. , 2. , 3. 互 为 对 偶 的 : 

1 人 都 是 6 的 正规 子 群 ; 

2.2 B83.N .站 3, 等 于 €: 

3 如 果 中 是 除了 3; 之 外 其 余 一 切 3; 的 交 , 则 
(1) AB, 一 6， 

如 果 性 质 1, 2 ,3 ' 成 立 ,我 们 就 说 单位 群 6 是 3,,.…, 3, 的 
直 交 。 如果 在 2 中 将 @ 换 为 某 一 群 9, 而 保持 1' 与 3 不 变 , 则 称 
9 为 8:,.…, 3, 的 直 交 ， 只 要 作 商 群 6/9 和 3,/9， 就 可 以 将 这 
个 较 _- 般 的 情形 妥 结 为 马 二 的 情形 

现在 我 们 从 1， 2'; 3' 出 发 来 证 明 1, 2, 3. 如 果 按 3 中 所 述 
方式 定义 %， 则 由 2 立 得 
(2) a, 人 3, = CS, 

作为 正规 子 群 的 交 %; 仍 是 6 的 正规 子 群 。 我 们 证 明 ， 一 切 
25 的 乘积 等 于 8 并 且 除 % 外 其 余 一 切 % 的 乘积 等 于 3,， 

设 # 是 中 一 个 元 素 ， 由 (1), (2) 可 知 ， 5 是 和 的 条 
积 , 从 而 g 可 以 唯一 地 表 成 

8 一 4 总 (aeE Mi, bs E 3B,) 
的 形式 .其 次 , 2 中 每 个 元 素 与 3 中 每 个 元 素 可 交换 , 因而 特别 
与 3256; 关门 中 的 每 个 元 素 可 交换 ， 作 乘积 
8 = di1 **° Hy 
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则 
gg 一 briariar* "ane 
由 于 a; 的 可 交换 性 ,我们 可 以 把 这 个 式 子 改 号 成 
gg 一 0 Aaditi Ca 
右 端 各 个 因子 都 包含 在 8; 内， 因此 ,对 于 每 个 i 来 说 , g'g 包含 
在 3; 内， 由 2 知 z 
gg 一 2， 

亦 即 g 二 g。 因 此 , @ 中 每 个 元 素 可 以 表 成 乘积 za:… es。 如 果 8 
包含 在 3; 内 , 则 因子 a; 一 e, 于 是 3; 中 每 个 元 素 可 以 表 成 屁 积 
这 就 说 明 ， 一 切 2 的 乘积 等 于 6, 而 除 % 外 其 余 一 切 2 的 乘积 
等 于 人,， 这 样 一 来 , 2 就 具有 性 质 1. 2. 3. 

根据 第 一 同 构 定 理 ,由 (1 和 (27 可 得 

G6/ 生 ; 兰 4， 

如 果 采 取 加 法 表示 , 则 以 上 所 证 可 改 述 如 下 : 

若 一 个 模 功 是 子 模 叶 ，……, 1, 的 直 和 ,而 8; 是 除外 一 切 
26 的 和 ，, 则 加,，-……, 吕 ,的 直 交 是 {0}; 除 %; 外 其 余 一 切 ,的 交 
就 是 %。 反 之 亦 然 。 更 进一步 ,我们 有 /3 过 A 

上 上面 一 切 论 断 对 于 带 算 子 的 群 来 说 也 成 立 . 不治 的 应 用 中 
6 十 一 个 以 6 目 身 作为 它 的 左 或 右 算 子 区 的 环 . 这 时 模 % 和 
3; 束 古 6 中 的 左 或 右 理想 这样 一 来 ， 我 们 所 讨论 的 就 是 一 个 环 
6 被 表 成 它 的 左 或 右 理想 % 的 直 和 |， 以 及 零 理 想 相 应 地 被 表 成 左 
或 右 理想 3; 的 直 交 的 问题 。 群 论 的 语言 仍 可 继续 采用 ,因为 在 这 
一 理论 中 ,每 一 个 还 原则 上 总 可 以 君 作 一 个 加 法 群 而 以 其 自身 作 
为 算 子 区 . 

如 果 一 切 (从 而 一 切 8.) 部 是 双边 理想 ， 则 os 也 名 全 在 

“0 


2 内 也 包含 在 内 .然而 当 i 关 了 时 , 30 站 90 等于零 理想 ,从 而 
A 一 {01}。 由 此 即 得 下 面 的 结论 : 
如 果 环 但 是 双边 理想 ;的 直 和 : 


(3) G6 一 0- 二 .十 20， 
则 2; 都 是 互相 堆 化 的 环 : 
(4) 90 一 {0 对 i 


反之 ,如 果 将 @ 看 成 加 法 群 时 , 它 是 互相 零 化 的 环 A 的 直 和 , 则 这 
些 A 都 是 的 双边 理想 ,证明 是 显 易 的 .在 这 样 的 情况 下 ,我 们 
就 说 环 6 (或 者 特别 地 代数 6) 是 环 ( 或 代数 ) 0 的 直 和 ， 
如 果 (3) 和 (4) 成 立 ,那么 环 B 的 结构 可 以 简单 地 由 环 % 的 结 

构 来 决定 。 事 实 上 ， 如 果 g& 和 4 是 两 个 环 元 素 ， 那 么 当 我 们 依照 
(3) 将 它们 表 成 和 

& 一 8& 十 十 gr 

一 有 十 十 


8 十 及 一 《8 十 页) 十 十 (8 + b,), 
gh = gh 二 ++. :十 gh, 
这 就 是 说 ， 两 个 元 素 相 加 或 相 乘 时 ,只 要 把 它们 的 各 个 分 量 分 别 地 
相 加 或 相 乘 即 可 . 


习题 。 1. 如 果 交 换 环 0 中 一 个 理想 m 可 以 表 成 在 $ 112 的 意义 下 的 
两 两 互 索 的 理想 b,，..., b, 的 交 , 则 辣 余 类 环 o/m 征 还 aq;/m 的 直 和 , 其 中 
0 是 除 b， 外 其 余 - 切 pb; 的 交 ， 

2。 如果 一 个 有 单位 元 的 环 是 左 理想 的 直 和 : 


(5) = 1 二.… +1,, 
并 且 单 位 元 的 分 解 由 
《6 ) 2 一 CT 二 


给 出 , 则 1 = 名 ci， 并 且 有 
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(7) ei 一 6i9 

(8) cicf 一 0 (天 放 。 
区 之 ,如 朱 (6)， (7)) (8) 成 立 ， 并 且 令 

(9) 1 = @e;, 


则 名 是 左 理想 4 的 直 和 。 同样, 如果 定义 


(10) rt; = ci 起， 
则 @ 是 右 理想 7 的 直 和 ， 


$ 142. 交 换 代数 


现在 让 我 们 看 一 看 ， 如 何 从 一 般 的 理想 论 中 得 出 有 关 交 换代 
数 的 一 些 结论 来 ， 仅 对 非 交 换代 数 感 兴趣 的 读者 ， 可 以 把 这 一 节 
放 过 不 读 . 
环 的 一 个 元 素 5 叫做 需 堆 的 , 如果 它 的 某 个 备 6b” 等于零， 
我 们 证 了 明 : 
在 一 个 交换 环 导 里 ,一 切 需 震 元 素 组 成 一 个 理想 9。 
证 。 如 果 5 是 究 零 元 素 , 则 ”2 也 是 蜂 零 元 素 : 
(rb)™ = Ymp = 0. 
如 果 a 和 。 都 是 窜 雪 元 素 : 
a = 0, b” = 0, 
则 a 一 5 也 是 占 者 的 ,因为 当 我 们 把 (a 一 6)”1"! 展开 时 ,每 一 项 
中 都 含有 一 个 因子 om 或 如。 这 就 证 明了 我 们 的 论断 . 
这 样 定义 的 理想 尔 称 为 环 站 的 小 根 。 稍 后 我 们 还 变 对 任意 
环 来 定义 小 根 和 大 根 . 
当 在 % 中 因子 链条 件 成 立时 ,那么 根据 $ 109， 堆 理想 可 以 表 
成 一 些 准 素 理 想 的 交 : 
(0) 一 [9 ， 公 ,]. 
设 属于 这 些 准 素 理 想 的 素 理想 为 节 ,，. …, $。 这 时 如 果 如 一 
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0, 则 6” 可 以 被 每 一 整除 ， 从 而 上 可 以 被 每 一 和 整除 。 反 过 
来 也 对 .因此 ,3%i eT $1，……*, 电 , 的 交 : 
(1) — [$®,, .…:, $.], 

现在 设 半 是 域 P 上 一 个 具有 单位 元 的 交换 代数 。 我 们 可 以 
把 单位 元 的 倍 元 <6 和 域 P 的 元 素 6 等 同 起 来 ， 这 样 一 来 ,P 就 


局所 入 代数 这 内 . 从 Pp 出 发 , 深 加 有 限 多 个 元 素 Cl "Ss Cn 融 可 


以 得 到 代数 外 (例如 ,我 们 可 以 取代 数 并 的 基 元 素 )， 站 中 每 个 元 
素 可 以 表 成 c1/,，……, c; 的 多 项 式 ,其 系数 属于 域 P. 

利用 不 定 元 m，.….，x 作出 多 项 式 环 二 PEx,,…, xs], 屠 

么 通过 
f(x1y os Ka) 一 大 ct cn) 

可 以 定义 一 个 由 5 到 % 上 的 环 同 态 ， 这 个 同 态 的 核 是 0 中 的 一 个 
理想 m, 并 且 有 
(2) A of/m, 

上 上 而 的 同 态 o -> 同时 也 是 对 于 P 了 来 说 的 一 个 算 子 同 态 ， 
此 同 构 (2) 不 仪 是 一 个 环 同 构 ， 而 且 也 是 一 个 对 于 PP 来 说 的 算 子 
同 构 . 和 

根据 $ 109, 理想 m 可 以 表 成 准 素 理想 的 交 : 
(3) m= [91, ..*, 9,]. z 

设 属于 91,，……, 49, 的 素 理 想 是 p,，:…, p,。 如 果 p 是 其 中 的 
一 个 ,那么 是 严 的 一 个 因子 .我们 证 明 , 同 余 类 环 o/p 是 P 的 一 
个 有 限 扩 域 . 

% 在 P 上 的 秩 是 有 限 的 ,因此 ,与 % 同 构 的 P- 模 om 在 P 上 
的 秩 也 是 有 限 的 ， 即 5 的 一 切 元 素 mod m 都 可 以 表 成 有 限 多 个 元 


素 fi,……, f; 的 线性 组 合 。 由 于 Pp 是 mm 的 一 个 因子 ,所 以 mod m 成 


立 的 每 一 同 余 式 , mod p 也 成 立 。 因此 ofp 在 中 上 的 秩 是 有 限 的 ， 
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人 


于 是 o/p 的 每 个 元 素 6 都 是 一 个 代数 方程 
(4) | Boc 士 80O 二 十 20 一 0 
的 根 ,其 中 。 表示 o/p 的 单位 元 ， 

现在 设 9 关 0， 车 p, = 0, 那么 由 于 o/p 没有 零 因子 , 我 们 可 
以 从 方程 (4) 中 消去 一 个 9， 因 此 ,不 妨 假定 6, 六 0。 把 这 个 方程 
对 。 解 出 来 , 便 有 

z | ce = 0. g(0), 

其 中 8g(6) 是 9 的 一 个 多 项 式 。 因此 o/p 中 每 个 元 素 9 产 0 有 一 
个 逆 元 素 g(0), 也 就 是 说 , of/p 是 一 个 域 。 正如 我 们 已 经 看 到 的 
那样 , o/p 在 P 上 的 秩 是 有 限 的 ,所 以 o/p 是 P 的 一 个 有 限 扩 域 . 

根据 $ 20,p 是 。 中 的 一 个 极 大 理想 这 一 事实 对 属于 mm 的 
一 切 素 理想 py，:……, p, 成 立 。 因 此 ,这 些 素 理想 在 $ 112 的 意义 下 
两 两 互 色 : 

(pi bp) 一 0 对 i 关 j 

同样 的 事实 对 于 相应 的 准 素 理想 9 来 说 也 成 立 : 
(5) : (qi, 9;) 二 5 对 工 关 )/。 

于 是 就 得 到 以 下 的 论断 

理想 邵 是 一 些 两 两 互 素 的 准 素 理想 ;的 交 , 而 属于 ;的 康 理 
起 p; 是 极 大 理想 ， | 


理想 p; 是 在 $120 的 意义 下 的 者 维 理想 ， 准 素 理想 9; 以 及 理想 和 mr 也 是 
$ 122 的 意义 下 的 零 维 理想 ， 因 此 ， 任 何 一 个 具有 单位 元 的 交换 代数 都 与 多 
项 式 环 0 = P[*，.…，x] 对 一 个 零 维 理想 m 的 同 余 类 环 同 构 。 反之 容易 
证 明 ,每 个 这 样 的 同 余 类 还 都 是 P 上 一 个 具有 单位 元 的 交换 代数 。 

根据 $ 112, 由 (5) 可 知 , 9; 与 其 余 所 有 的 9; 的 交互 素 。 因此 
交 (3) 力 是 $141 的 意义 下 的 一 个 直 交 。 过 渡 到 mod m 的 同 余 类 
环 ,那么 ofm 中 的 零 理 想 就 是 准 素 理想 9;/m 的 直 交 . 由 此 根据 (2》 
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可 类 ， Al 中 的 零 理 想 是 准 素 理想 1， "Ss a, 的 直 交 : 


(6) {0} 人 [人 ， “*°*，, 忆 
理想 &, 仍 是 两 两 互 素 的 : 
《7 ) (9,, A;) 一 于 人 关 7 四， 


并 且 根 据 $ 111 中 的 唯一 性 定理 ， 是 唯一 确定 的 。 属于 它们 的 素 
理想 和 是 极 大 理想 ,而 同 余 类 环 A/$; 是 P 的 有 限 扩 域 . 

以 上 这 些 结果 也 可 以 直接 把 一 般 理想 论 应 用 于 中 的 堆 理 想 、 
得 出 来 ， 而 不 必 绕 一 个 弯 子 去 考虑 多 项 式 环 。。 但 是 我 们 的 目的 
在 于 揭示 它们 与 多 项 式 理想 论 的 关系 . 

根据 $ 141,， 相 应 于 直 交 表示 (6), 有 环 % 的 一 个 直 和 表示 :， 


(8) = 
这 里 由 是 和 中 的 双边 理想 。 根据 $ 141， 
(9) A A/A, 0/9,. 


以 一 个 准 素 理 想 为 模 的 同 余 类 环 是 零 准 素 的 ,就 是 说 ,每 一 个 
雪 因 子 都 是 寡 零 的 。 于 是 我 们 得 到 如 下 结论 ， 
每 一 个 具有 单位 元 的 交换 代数 对 可 以 唯一 地 表 成 一 些 替 准 素 
代数 的 直 和 ， 
” 当 根 饥 仅 由 零 元 素 组 成 时 ， 我 人 ] 就 得 到 一 个 重要 的 特例 这 
时 坏 岂 称 为 无 根 环 ， 在 这 个 情况 下 ,比较 (1) 和 (6) 可 得 
: $i 一刀 
也 就 是 说 , 准 素 理想 @, 是 素 的 。 由 (9) 我 们 还 有 
A a H/T,, 
注意 到 %/%$ 是 P 的 有 限 扩 域 ,所 以 我 们 就 得 到 下 面 的 
” 敌 德 爹 定理 . 一 个 具有 单位 无 的 无 根 交 换代 数 是 基础 域 了 
的 一 些 有 限 扩 域 的 直 和 ， 
习题 ， 和 .证 明 最 后 定理 的 逆 命 题 。 
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2. 设 疡 是 在 $116 的 意义 下 准 素 理想 包 ; 的 长 度 ， 而 上 是 / 书 ; 在 P 

上 的 次 数 , 则 A; 的 秩 等 于 4;f;, 而 2 的 秩 等 于 
? = Ll;f;. 

3。 如 采 小 只 由 一 个 元 案 < 生成,; 则 所 衬 PLxz]/(h), 这 里 和 二 h(x) 是 
具有 性 质 4(c) = 0 的 最 低 次 多 项 式 。 如 果 将 多 *) 分 解 成 一 些 互 素 的 多 项 式 
4 的 溢 积 ,其 中 每 个 因子 9， 是 案 多 项 式 pi 的 略 ， 那么 每 个 9 生成 中 xj 中 一 
个 准 素 理想 (qi) ,而 1; 同 构 于 P[x]/(4;). 车 4 没有 重 因 了 于, 则 代数 外 无 根 . 


$ 143. 非 交 换代 数 举 例 


1, 代数 的 一 个 重要 例子 , 就 是 系数 属于 P 的 一 切 7 价 方 阵 所 
组 成 的 全 阵 环 P,。 这 个 代数 的 秩 等 于 wr。 我 们 可 以 取 方 阵 Ci 作 
为 基 元 素 , 其 中 第 i 行 和 第 列 的 交点 处 是 1 ,而 其 余 的 位 置 都 是 
和 零 ， 每 一 个 系数 是 wx 的 矩阵 4 可 以 表 成 和 
ZI CirQik 3 
这 里 对 一 切 i 和 从 1 到 有 求 和 。 基 元 素 相 乘 的 规则 是 
: CauCi#=0 (i 7)， 
ChiCir 一 Ci 
2. 在 $17 中 所 定义 的 四 元 数 环 可 作 如 下 的 推广 ， 设 复 是 一 
个 四 维 同 量 空间 ， 基 元 素 为 e, 1,《, 1。 令 。 代 表单 位 元 , 从 而 有 
< 一 2， ej 一 j, 等 等 。 其 次 , 令 
/一 一 co， k= —ep, 
这 里 “ “和 6 是 P 的 任意 元 素 ， 并 且 令 
了 一 一 一 1 
放生 
和 一 该 优 一 一 7 大 一 一 cap， 
N=iR=— eok = — ho, 
i= ~ j= keg = ho, 
< “Eble 


a 


Rl = — RRI = eBi = 16, 
IR= RR=— jp = — jh. 
这 样 定义 的 代数 拉 称 为 一 个 广义 四 元 数 代 数 ， 它 的 元 素 是 
x = exo 十 jxi + kx 十 xs (xo, +1,。*;、， xX3 属于 了)， 

元 案 exo 显然 可 以 和 wo 等同 起 来 ,从 而 了 就 被 柑 入 名 内 ， 

元 素 * 的 范 数 定义 为 

N(x%) = x* = (exot jx kx2t lx3)( ero— jxi—Rx2— lxs) 

一 Xi 十 cx 十 Br? + apri, 
如 采 这 个 二 次 型 能 表示 堆 〈 就 是 说 ， 对 于 x; 的 一 组 不 全 为 零 的 值 
二 次 型 取 值 零 ), 那 么 当 * 关 0 时, xz 仍 有 可 能 为 零 , 从 而 站 有 零 
因子 。 如 果 这 个 二 次 型 不 能 表示 零 , 那么 每 一 个 x 和 关 0 都 有 一 个 
逆 元 素 
X = (Xi 十 xi 十 Bx2 + opr), 
这 时 % 就 是 一 个 体 。 

如 果 将 站 看 成 一 个 双 模 ,以 A 本身 作 为 左 算 子 区 , 而 以 = 
PCy) 作为 右 算 子 区 ,那么 就 可 以 得 出 %[ 的 一 个 方 话 表 未， 假设 一 a 
在 PP 中 没有 平方 根 , 则 

> = PO) = PC(V 一 c) | 
是 一 个 域 , % 是 这 个 域 上 的 一 个 二 维 向 量 空间 ; 我 们 可 以 取 。 和 
一 《作为 基 元 素 。 于 是 向 量 * 可 以 写成 
(1) xz = elxot jx1) + (—R) (Tx 十 jrs). 

用 任意 元 案 去 左 乘 向 量 x, 就 得 到 向 量 空间 % 的 一 个 线性 变 
换 了。 这 个 线性 变换 可 由 一 个 方 阵 来 表示 .我 们 把 这 个 方 阵 仍 记 
作 了 。 用》 左 乘 基 元 素 。 和 一 4x, 并 且 将 结果 仍 表 成 (1) 的 形式 , 就 
得 出 方 阵 Y 的 两 个 列 。 这 一 切 已 在 $ 132 中 就 一 般 的 线性 变换 说 
明了 .特别 ,如 果 取 ?等 于 j, 大 或 1， 就 得 出 方 阵 
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0 0 ; 
?0 

3. 如 果 取 一 个 有 限 群 中 的 元 素 w4，，……, ws 作为 一 个 代数 的 基 
元 素 ,就 得 到 这 个 有 限 群 的 群 环 .。 结合 律 是 目 然 成 忌 的 . 

格拉 斯 曼 (Grassmenn) 外 来 法 ， 我 们 从 一 个 向 量 空间 

. MuP + .+ u,P 
出 发 ， 提出 这 样 一 个 问题 即 设法 定义 一 种 满足 结合 律 的 乘法 ， 并 
且 使 得 
(3) uu 二 0 和 zx 十 pt 一 0 
成 芯 . 为 此 目的 , 我 们 首先 纯 形 式 地 作出 基 向 量 u 在 自然 顺序 之 
下 的 乘积 
2 并 "一 2 (一 1 一 <……)， 

其 中 也 包括 空 的 乘积 <。 我 们 取 这 2* 个 乘积 作为 一 个 向 量 空间 六 
的 基 元 素 . 这 样 一 来 , A 中 的 元 素 就 是 一 切 可 能 的 和 


(4) ew 十 2 wi0; 十 2 2 十 二 0 
现在 我 们 按 下 述 方式 定义 任意 乘积 
(5) | abc ™— WatpHe* ** 


如 霖 在 (5) 中 其 两 个 足 数 相 同 ， 则 命 ws 一 0。 如 果 所 有 的 足 数 
都 不 相同 ,那么 就 通过 一 个 置换 将 它们 改变 成 自然 顺序 ijk……, 并 
且 命 
Wabe 一 Eijk.s 
这 里 对 于 偶 置 换取 s 一 十 1; 对 于 奇 置 换取 8 一 一 1. 
了 最 后 ,两 个 基 元 素 的 乘积 由 
(6) Wijk “par ™— Wijkepaqr": 


来 定义 . 形 如 (4) 的 两 个 和 相 乘 时 ， 就 将 各 项 按 (6) 分 别 相 滋 再 将 
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所 得 结果 相 加 .根据 这 一 定义 , 乘积 xx …… 的 确 象 (5) 中 所 要 求 
的 那样 ,等 于 ws..， 规律 (3) 显 然 成 立 ， 乘 法 的 结合 律 是 很 容易 
证 骨 的 ， 

形 如 (4) 的 和 带 有 这 样 的 乘法 定义 构成 向 量 空间 台 的 格拉 斯 
受 代 数 3 这 个 滋 法 则 称 为 外 乘法 。 向 量 空间 沉 “ 征 蒋 在 站 内 的 ， 
人 们 经 贡 用 a 入 作为 外 乘积 的 记号 。 

代数 妆 还 有 一 个 与 上 面 的 定义 等 价 的 定义 ,首先 由 趾 作 张 量 环 , 它 是 
由 一 切 有 限 和 
(7) eB + 2 uifBi t+ ZuiBis t+ DuinabBijsrt 
组 成 的 ， 其 中 足 数 ?7 ， … 不 受 任 何 限制 。 两 个 这 样 的 和 只 1 有 在 它们 的 一 
切 对 应 的 系数 相等 时 才 算 作 相 等 的 。 这 种 和 如 何 相 加 是 显然 的 . 采访 四 (6) 
来 定义 ， 

不 难看 出 , 张 量 环 中 的 加 法 与 乘法 不 依赖 于 基 向 量 的 选取 ， 

”现在 我 们 在 张 量 环 祁 中 作 双 边 理想 妆 ， 它 由 乘积 wz 生成 ， 其 中 遍历 
g 中 一 切 向 量 。 向 量 
(十 四 (zz 十 四 一 MU 一 和 一 tp 十 2 

也 属于 3. | 

如 果 对 于 每 个 和 (7), 使 代数 扣 中 的 同样 一 个 和 与 它 对 应 ,就 得 到 仿 到 
上 的 一 个 同 态 映射 。 在 这 个 同 态 之 下 ，3 中 的 元 素 被 映 成 堆 。 反 之 ， 如 果 在 
上 述 映射 之 下 ,和 (7) 被 肌 成 零 ， 那么 这 个 和 必定 属于 3. 事实 上 ， 我 们 可 以 
把 (7) 先 号 成 
(8) *. ep+ Eupt 人 ZE usBis + 2 HimuapBisrt 四 
的 形式 ,然后 把 3 中 的 一 些 适 当 的 元 素 加 到 它 上 面 上 ,将 它 变 成 标准 形 


ew 十 之 Ni; + 之 “ Qi + 人 Ui 十 


tiiei< 


对 于 这 样 _ 个 和 有 Al 中 具有 同样 系数 2 ti ij 的 元 素 (4) 与 它 对 应 . 
如果 这 个 元 素 为 零 ， 那 么 所 有 这 些 系数 都 等 于 堆 ， 而 和 (8) 属 于 因此 ， 
3 恰 为 环 同 态 仿 一 外 的 核 ， 并 且 上 
(9) 并 三 驴 /S， 

在 9) 的 右 端 六 和 S 都 与 基 元 守 (#1， + ,ts) 的 化 择 无 关 ， 因此 ,代数 
必 在 同 构 意义 下 与 基 的 选择 无 关 ， 如 果 就 直接 定义 站 为 /3， 二 得 到 格拉 
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斯 受 代 数 的 一 个 不 变 定义 . 

蕊 克 里 福 特 (Clifford) 代 数 ， 这 一 代数 可 以 完全 类 似 于 格拉 斯 
曼 代 数 那样 来 定义 。 设 8(x) 是 罗 ,，…, xs 的 一 个 二 次 型 ,系数 
取 目 了 上: 


¥ 


Oxi1y “+**, Xn) = 2 qixi 十 2 diriXjo 


于 征 对 于 喷 中 每 一 个 向 量 x 一 了 wy;, 二 次 型 的 值 
QO(4u) = O71, ***, Ys) 
沟 有 定义 。 此 外 ,对 于 任意 两 个 向 量 # 和 v, 对 称 双 线性 型 
Blu, v) = Qlu + v) — Qu) — Q(v) 
有 定义 特别 有 
Q(ui) = gi, 
B(u;, 4;) = Blu;, ui) = qi (i 一 1)。 
我 们 现在 将 定义 向 量 的 一 个 乘法 ,使 得 
(0) uu 一 Qu), 
(11) Wt vu= B(u,v) 
成 立 ， 这 里 (11) 是 (10) 的 一 个 推论 : 
uy + vu (H+ to) — uu vy / 
= Ol(ut 2) — 0(u) — 0(v) = Blu,v)., 
特别 我 们 有 


(12) Wii = qi 

(13) zi HM = gy : (人 < 过 /7)), 
我 们 仍 作出 一 个 2* 维 向 量 空间 , 它 由 和 

(14) : ca 十 > 0;0; 十 之， 8fji05i 十 。 十 oo 

组 成 . 
现在 让 我 们 来 定义 任意 乘积 
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《15) Hatfp8e *** — 8tapeces 
当 足 数 a, 8，c,，。… 互 异 , 并 且 按 自然 顺序 排列 时 则 wesc 就 是 我 
们 的 22 个 基 向 量 之 一 。 在 一 切 其 它 情 况 下 ,我 们 利用 规则 (12) 和 
《13) 作 乘积 wowsu。…*…… 的 变形 ， 例 如 ， 若 bc 是 第 一 对 相继 出 现 但 
不 按 是 然 顺 序 排列 的 足 数 ,我 们 就 把 乘积 (15) 改 瑟 为 welwsuc)*……， 
并 且 依 照 (12) 和 (13) 作 ww 的 变形 : 
Hp82 一 05 (c= 2)， 
Usuc = 一 ft + ges (c = 5). 
因 寺 gs 和 4 都 号 在 乘积 的 前 面 。 于 是 
ta(UsUe)" ** da" 5 
OD 一 一 2 
经 过 变形 之 后 ,或 者 乘积 中 的 因子 减少 两 个 ,或 者 反 序 数 减 少 
一 个 。 如 此 继续 下 去 ,最 后 一 定 得 出 形 如 (14) 的 表示 式 ， 
这 样 地 定义 了 乘积 之 后 ,我 们 又 可 以 利用 C6) 来 定义 两 个 基 元 
素 的 乘积 ,并 且 证 明 乘 法 的 结合 律 . 这 样 一 来 ,就 完全 定义 了 属于 
二 次 型 C(x) 的 元 里 福 特 代数 @E。 如 果 二 次 型 2 恒 等 于 零 , 则 克 里 
福特 代数 就 转化 为 格拉 斯 曼 代数 ， 
如 果 在 (14) 中 只 限于 取 带 偶数 个 足 数 的 项 wj…: 
eo 十 D>) tioi; 十 2 WijkiOiju 十 , 
站 < 禄 天 < 
我 们 融 得 到 一 个 于 代数 , 称 为 第 二 克 里 福 特 代数 Cj， 
如 果 在 张 量 环 六 中 取 由 一 切 表 达 式 
ut 一 D(z) 
所 生成 的 双边 理想 3 并 且 作 同 余 类 环 念 /S, 我 们 就 得 到 克 里 福特 代数 区 的 
一 个 不 变 定 义 。 歌 瓦 利 " 从 这 一 定义 出 发 ,建立 了 任意 域 上 克 里 福特 代数 


1) C，Chevalley，The algebraic theory of spinmors, Columbia University Press, 
1954 
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的 理论 , 
布 劳 尔 (Brauer) 和 外 尔 (WeylX Amer. .Math.,， 57,245) 剖 利用 第 二 克 里 福 
特 代数 将 正 交 变换 (即使 得 二 次 型 9 不 变 的 ,行列 式 为 1 的 线性 变换 T) 表 成 


Tw 一 584 一 
的 形式 ， 这 里 * 遍历 向 量 空间 叉 , 而 :是 C614 中 使 得 中 不 变 的 元 素 : 
spt 一 中 


这 里 必须 假定 三 的 特征 不 是 2， 而 二 次 型 2 是 非 奇异 的 . 特征 为 2 的 情 
贷 较为 复杂 (参看 点 瓦 利 (Chevalley) 的 书 ,定理 1，3.3). 
”关于 克 里 福特 代数 对 二 次 型 的 应 用 ， 可 参看 M，Eichler，Quadratische 


Formen ner verlag 1952), 
习题 . 1. 如 果 二 元 二 次 型 
9(xiy %2) 一 qix1 + glaxixa 十 Gax2 
在 基 域 了 内 不 能 分 解 成 一 次 因子 , 则 属于 8 的 第 二 克 里 福特 代数 就 是 使 得 
这 个 二 次 型 能 够 分 解 的 二 次 扩 域 , 
2. 三 元 二 次 型 
QO (x1, x Xs) = qxi 十 qx + 9323 


的 第 二 殉 里 福特 代数 就 是 广义 四 元 数 代 数 ， 


$144. 积 与 又 积 


1 向量 空间 的 积 。 设 六 和 名 是 域 P 上 的 两 个 有 限 维 向 量 空 
` 间 : 
A=uP+i+:+ unP 
B=yP+...+ »,P., 
我 们 要 定义 积 匀 x 加。 为 此 目的 ,我 们 作出 mw 个 基 向 量 wi， 
其 中 i 从 1 变 到 mm, 尺 从 1 变 到 wn, 及 积 空间 
6 一 >, wih P, 
iok 
并 对 中 每 个 «和 名 中 每 个 。 定 义 一 个 乘积 
Uy 一 《Zr WO) CD VHB) 一 之 WirOiP 
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特别 我 们 有 


Wi OE Wike 

这 样 一 来 , E 中 的 一 切 元 素 都 是 下 面 这 种 形状 的 表达 式 
(1) w= 之 | UORYiIR 一 之 WKY ik, 

我 们 把 这 样 的 表达 式 称 为 二 阶 张 量 , 而 把 积 空 间 & 称 为 张 量 
空间 . 

(1) 也 可 以 改写 成 
(2) Ww 一 2 uibi, 
其 中 6 为 号 中 任意 元 素 ， 这 样 一 来 ,空间 6 就 是 于 空间 w 的 直 
入: 
(3) © = dB, 


公式 (3) 表 明 , 模 5 与 名 中 基 向 量 的 选择 无 关 ， 我 们 可 以 把 6 

中 的 元 素 直 接 写 成 (2) 的 形式 ,然后 定义 它们 的 相 加 以 及 这 些 元 素 

与 P 中 元 素 相 乘 的 运算 ,而 不 必 事先 在 多 中 引入 一 个 基 . 
同样 ,(1) 也 可 写成 


(4) WwW 一 2) UVURe 
(5) C= dy 十 … “十 Mp,, 


从 这 里 立即 看 出 , 积 空间 E 也 与 所 的 基 的 选择 无 关 . 

即使 在 % 为 有 限 维 向 量 空间 ,而 为 任意 P- 模 的 情形 , 也 可 
以 利用 (3) 来 构造 模 @ 一 % X %。 同样 ， 在 9 为 任意 P- 模 , 而 
为 有 限 维 向 量 空间 的 情形 下 ,可 利用 (5) 来 构造 5。 如 果 采 纳 无 限 
. 基 , 维 数 有 限 的 假设 可 以 不 要 。 

积 模 中 X 也 可 以 不 利用 基 来 定义 , 这 样 一 个 不 变 定义 即使 
在 P 为 一 个 具有 单位 元 的 交换 环 ， 而 % 和 % 为 任意 P- 模 的 情形 
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也 是 有 意义 的 ， 只 要 P 中 的 单位 元 是 % 和风 的 单位 算 子 就 行 了 . 
由 于 在 今后 我 们 只 要 用 到 了 为 一 域 ， 而 2 或 号 是 有 限 维 的 情 次 ， 
因此 我 们 满足 于 本 池 开头 处 所 给 的 定义 。 关 于 一 般 的 情况 ， 建 议 
读者 去 参看 N，Bourbaki 的 Algebre multilinéaire (Eléments de 
Mathématique, Livre II，Cpap. III Actualités Scient. 1044)., 

向 量 # 和 v(x 属于 ,2 属于 8) 的 一 个 双 线 性 函数 , 指 的 就 
是 在 一 个 P- 模 味 中 取 值 的 函数 wu, v), 它 具 有 下 述 性 质 : 

1. fut wo) = fu,v) + fu, v) 

2. fu, vt+ vw) = fu, 2) + fu, v’) 

3. f(uB, v) = Bllu, v) 

4. flu, v6) = Pll(u, v). 

由 这 些 性 质 可 以 推出 

fui0i, 2 vrBr) 一 之 f(\ui, oo5iBA。 


如 果 命 3 8i00 一 1 2 vpk = VU 和 f\ui, VR) 一 fix, 
就 有 : 
(6) f(u, v) 一 之 josB4 

因此 ， 每 一 个 双 线 性 函数 f(u, v) 可 由 一 个 双 线 性 型 来 定义 ， 
这 个 双 线 性 型 的 系数 fi 取 自 观 ; 反之 ,每 个 这 样 的 双 线性 型 都 决 
定 一 个 在 听 中 取 值 的 双 线性 函数 Kx， v)， 

双 线 性 型 (6) 的 系数 fi4 一 经 给 定之 后 ， 我 们 可 以 通过 如 下 要 
求 来 定义 一 个 由 & 到 路 内 的 线性 映射 六 , 即 要 求 
f° Crwsn) fik. 

这 样 一 来 ,就 有 

广 (2 机 YY 让 ) = 2 firrin, 
特别 我 们 有 
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(7) fF*Cuv) = {CD roi)(Z vB! 一 之 jos。 

比较 (6) 和 (7), 就 得 出 
(8) : flu, v) = f° (uv), : 
用 文字 表述 出 来 ， 这 就 是 说 : 先 在 中 作出 积 wv, 然后 将 线性 映 
射 六 作用 于 wv, 就 得 到 双 线 性 函数 ju,v) 的 值 。 张 量 空间 @ 在 
同 构 的 意义 之 下 被 这 一 基本 性 质 所 唯一 确定 ， 

用 完全 同样 的 办 法 ， 也 可 以 由 三 个 或 多 个 向 量 空间 作出 积 空 
本 如 
(9) AXBXE=Ax BxXEC=AX (Bx 6), 
并 将 多 重 线 柱 沙 数 归结 为 这 一 积 空 间 线 性 映射 . 

关于 从 这 里 出 发 , 如 何 得 出 与 张 量 计算 及 黎 希 〈Ricci) 演算 的 
关系 的 问题 ,已 由 W. 汉 密 希 (Himisch) 在 Math. Annalen，134 
《1937)，101 中 作 了 表述 . 

2. 代数 的 积 。 如 果 针 和 是 PP 上 的 代数 ,那么 只 要 按 如 下 方 
式 来 定义 基 元 案 wx 的 乘积 : 
(10) WIR = (uv) (uiv1) 一 (Ui;) (VRVL) ， 
束 可 以 把 模 € 二 A X 8 转变 成 一 个 代数 ， 

如 果 将 多 中 的 元 素 表 成 (2) 的 形式 ,并 用 


(2 Hib) (2) uib;) 一 之 ， uitibib; 


来 定义 它们 的 乘积 , 那么 就 可 以 使 得 乘法 的 定义 与 8 中 基 的 选择 
无 关 . 用 文字 表达 出 来 ,这 就 是 说 ; 在 作 @ 中 元 素 的 乘积 的 时 候 , 可 
以 将 民 中 的 基 元 素 按 它们 在 [中 相 夹 的 规则 相 采 ,但 同时 取 器 代 
替 一 来 作为 系数 环 ， 这 样 得 到 的 代数 用 记号 ste 来 表示 ， 当 8 为 
一 个 将 了 包含 在 自己 的 中 心 之 内 的 任意 环 时 ,这 一 记 法 亦 能 适用 . 
因此 , sfe 就 是 那样 一 个 一 般 的 代数 , 它 和 % 有 相同 的 基 元 素 ,但 以 
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3 作 系数 环 . 

显然 有 

AXSBEBx A, 

事实 上 ， 只 要 将 uv 映射 成 wow， 并 将 这 一 映射 线性 地 开拓 
”到 一 切 和 (1) 之 上 去 , 就 可 以 建立 起 % X 8 和 Xx 之 间 的 一 个 
同 构 ， : 

对 本 全 阵 环 来 硕 , 有 两 个 乘积 关系 是 值得 注意 的 。 命 好 表示 
系数 属于 & 的 一 切 7 阶 方 阵 所 组 成 的 环 。 这 时 我 们 有 
(11) AxP,=Y 
(12) P, x P, = P,.,, 

为 了 证 有 明 (11), 只 须 注 意 在 $ 143 中 所 定义 的 方 阵 Ca 构成 
P, 的 一 个 基 ， 为 了 作出 P, x , 我 们 仍 取 这 些 元 素 作为 基 元 素 ， 
但 以 作为 系数 环 , 而 这 样 所 得 到 的 就 是 %L， : 

(12) 可 以 证 明 如 下 , 设 P, 由 yx 个 基 元 素 Cx 张 成 , P, 由 ?2 个 
基 元 素 Cj 张 成 , 则 P, x P, 由 ”2 个 基 元 素 

Ci 一 CiCn 

张 成 ， 这 些 基 元 素 满足 关系 式 : 
0, 如 果 率 夺 w 或 1 硅 y， 
Cjji,pq» 如 有 果 怀 一 1 ! 一 2。 
现在 用 足 数 7 来 代表 rs 个 足 数 对 ij, 则 由 1 变 到 xs, 这 样 一 来 
就 有 


人 和 人 人 Co 3 二 一 | 


0， 对 天 到 工 ， 
C jy, 对 K=L. 
从 这 里 就 可 看 出 P, x P, 与 P, 的 同 构 性 ， 
3. 又 积 。 设 3 是 PP 的 一 个 可 分 正规 有 限 扩 域 ， 卫 的 匣 罗 瓦 
(Galois) 和 群 @ ($52) 由 5 的 那样 一 些 自 同 构 5; 组 成 ,它们 使 得 P 中 
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一 切 元 素 不 变 . 我 们 不 假定 读者 有 整个 舍 罗 瓦 理论 的 知识 ， 仅 假 
定 读者 知道 $ 52 中 的 内 容 , 特别 是 那样 一 个 事实 ,， 即 群 6 的 阶 等 
十 域 的 次 数 mn = 二 (3:P). 

我 们 用 8* 表示 将 自 同 构 S 作用 于 3 中 元 素 8 所 得 到 的 那个 
元 系 。 3 和 了 的 积 ( 先 作 $, 后 作 T) 这 时 将 记 作 ST， 这 样 一 来 ， 
不 有 

6 = (p85)T 

由 E. 诸 革 所 引入 的 域 卫 和 它 的 伽 罗 瓦 群 @ 的 又 积 是 这 样 定 
义 的 。 对 @ 中 每 个 元 素 5;, 我们 使 一 个 基 向 量 w 与 之 相当 ,从 而 
作出 一 个 向 量 空间 : 

= 十 十 w, 区 
我 们 去 掉 5; 的 足 数 , 把 它 简写 成 5s, 相应 的 基 向 量 w 改写 成 us、 
这 样 一 来 ,向 量 空间 % 由 一 切 和 


(13) Dwi 一 人 ps 
现在 我 们 用 公式 

(14) Bus 一 usp’ 

来 定义 葬 积 fus， 向 用 

(15) UsUT = UsrOs,r 


”定义 乘积 wsur, 其 中 因子 ssz 暂 设 为 了 中 一 个 不 等 于 零 的 任意 元 


未， 
利用 (14) 和 (157 可 以 将 任意 两 个 形 如 (13) 的 和 相 乘 . 为 此 只 
须 将 各 个 项 分 别 相 乘 ; 
xs， WUTY 一 USUTpB TY = 457By 7rB2T ， 
并 将 所 得 乘积 相 加 即 可 ， 
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为 了 使 得 由 因子 系 55,7 所 定义 的 乘法 满足 结合 律 ，6s,7 必须 
满足 如 下 的 结合 性 条 件 : 
(16) Bs TROT,R 一 SsrR(Ss7) 

在 基 向 量 us 以 及 因子 gsr 的 选择 上 是 存在 着 一 定 的 任意 性 
的 事实 上 ,我 们 可 以 将 ws 换 成 : 


(17) ys 一 UsYs (Ys 关 0 属于 3)， 
和 这 一 新 基 相 应 的 因子 系 将 是 : 
(18) Es,T 一 Ysry BgTe 

Yer 


由 (18) 这 样 一 个 关系 式 联系 着 的 两 个 因子 系 gsr 和 scr 称 为 
要件 因子 系 。 相伴 因 子 系 定义 同一 代数 扩 , 
设 6 的 单位 元 为 E。 我 们 总 可 以 将 we 乘 上 一 个 适当 的 因子 
rE, 使 得 
9fEZUHE 一 Up 
成 并 ,因而 有 8zz 一 1. 这 时 出 结合 律 
(wzg)zR 一 4E(tEtR) 
Us(UguE) = (usup) up, 
可 以 推 知 ws 是 2% 中 的 单位 元 ， 因 而 可 以 把 飞 积 ws6 和 中 的 元 素 
8 等 同 起 来 . / 
怎样 的 元 素 < 一 us7?s 和 中 一 切 元 案 可 交换 ? 条 件 cp6 
一 Bc 给 出 
BusB Ys = 5 Us sp, 
办 而 出 ws 的 线性 无 关 性 有 
(Bs — BP)Ys = 0. 
对 5 一 1 这 一 条 件 自然 满足 ， 当 5 志 1 时， 在 3 中 总 可 找到 
一 个 元 案 8, 使 8” 疡 6, 从 而 必 有 7Ys 一 0。 因 此 
“623 。 


C= HEYE™ YE 

是 5 中 的 一 个 元 素 . / : 

由 此 即 得 下 面 的 结论 : 是 代数 A 中 的 一 个 极 大 交换 于 环 . 

现在 我 们 决定 环 所 的 中 心 , 即 A 中 与 站 的 一 切 元 素 可 交换 的 
元 案 ¢ 的 集合 : / 

ac 一 cz 对 一 切 a, 

如 果 “ 是 一 个 中 心 元 素 ， 则 。 首先 必须 和 3 了 中 一 切 元 素 可 交 
换 , 因 而 包含 在 之 内 ， 因 此 我 们 可 以 假定 c 一 xy。 进一步 ,根据 
(14), 为 了 使 得 7 与 一 切 ws 可 交换 ，7 必须 在 一 切 自 同 构 S 之 下 
保持 不 变 . 根据 $ 52 中 最 后 一 个 定理 , 这 一 情况 当 且 仅 当 7 属于 
基 域 卫 时 才能 成 立 。 因 此 : 

站 的 中 心 是 P. 

域 P 上 的 代数 , 其 中 心 欠 为 P 者 , 称 为 PF 上 的 中 心 代 数 ， 早 
些 时 候 曾 经 使 用 过 正规 "代数 这 一 名 称 ， 可 是 这 个 名 辞 的 各 种 不 
同意 义 实在 是 太 多 了 . 

作为 第 二 步 ,我 们 证 明 如 下 的 定理 : 

如 果 在 一 个 包含 着 瑟 的 任意 环 中 ,关系 式 (14) 和 (15) 成 立 , 其 
中 66,7 尖 0, 则 ws 或 者 全 为 震 , 或 者 在 加 上 线性 无 关 ， : 

证 . 假定 某 个 ws 与 另外 茶几 个 线性 无 关 的 uz 线性 相关 , 那 
么 (对 这 一 个 5S 来 说 ) 我 们 有 


: (19) Ws 一 2 WirY re 
z 让 5 
将 (19) 式 右 乘 请 即 有 
(20) ws83 一 DN) Wrip’, 


将 (19) 左 乘 8, 则 内 (14) 有 
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(21) usb’ 一 ,ubTYy. 


由 于 wz 这 些 元 素 已 经 假定 为 线性 无 关 的 , 故 比较 (20) 和 (21) 

可 得 
Bi'rr = 7716, 

或 
(22) yz 人 一人) 一 0. 

由 于 了 了 关 §, 故 可 找到 一 个 8, 使 所 天 PR。 这 时 (22) 给 出 
7Yz 一 0。 这 一 情况 对 出 现 于 (19) 中 的 一 切 了 均 成 立 ， 因 此 应 有 
us 一 0。 这 时 由 (15) 可 以 推出 wsr = 0 对 一 切 并 成立 ,也 就 是 说 一 
切 us 都 等 于 零 . 

从 刚才 所 证 定理 可 以 推出 : 

是 单 代 数 ,也 就 是 说 , 在 中 除了 {0} 和 引 自 身 之 外 没有 其 
各 双边 理想 ， 

事实 上 ,如果 mm 是 一 个 双边 理想 , 则 tym 是 一 个 环 , 其 中 的 同 
余兴 zs 满足 方程 (14) 和 (15), 因 此 这 些 要 或 者 全 为 零 , 或 者 在 3 
上 线性 无 关 . 在 第 一 种 情形 下 ， 我 们 有 m 一 %, 而 在 第 二 种 情形 
下 mm 一 {0}. 

总 括 起 来 ,我 们 有 下 面 的 结论 : 

又 积 入 是 王 上 的 一 个 中 心 单 代数 ， 

4. 从 环 代数 ， 如果 伽 罗 瓦 群 6 是 一 个 循环 群 , 则 又 积 A 称 为 
P 上 的 一 个 循环 代数 。 在 这 一 情形 下 , $ 中 一 切 元素 工 都 是 同一 
生成 元 $ 的 知 : : 


T= 5S (R= 0,1,..*, 7— 1). 
我 们 可 以 取 xs 的 寡 作 为 wuz: z 
(23) sr (ut k=0,1, ca 一 1)， 


wr 的 这 种 取 法 是 和 我 们 在 前 面 所 提出 的 那样 一 个 要 求 相 吻合 
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的 ,好 到 所 中 的 单位 元 。 作为 zz: 
tp = (ue) 一 e， 
us 的 2 次 品 就 是 它 的 (n 一 由) 次 究 和 一 次 器 的 乘积 . 因此 ,由 
(15) 可 得 


(24) us 一 CE。 
其 中 6 为 中 的 一 个 元 素 。 这 样 一 个 元 素 就 决定 了 整个 因子 系 ， 
因为 当 十 & 二 2 时 我 们 有 


Us * Us 一 2 
而 当 让 十 三 # 时 有 
Us * Us = US ws 一 Wht 8, 
这 就 是 说 ， 因 了 于 57,r 或 者 等 于 1, 或 者 等 于 6 ， 视 了 一 人 和 
R 二 5S* 中 指数 之 和 i 十 二 # 或 三 # 而 定 。 


将 (24) 左 乘 或 右 屁 ws 可 得 
Wl = HO = Us, 
因此 ,由 (14) 有 
6 = 6°, 


这 就 是 说 , 6 在 6 下 不 变 , 亦 即 8 属于 P。 如 果 这 一 条 件 成 立 


的 话 , 整 个 结合 性 条 件 (16) 都 成 立 . 因此 ， 除 了 5 关 0 和 56P 之 


外 , 6 不 必 再 满足 其 它 条 件 . 
如 琳 将 us 换 成 vs 一 wsy， 则 
V8 一 Cusy J busy) "(usy) 
一 UYY” ys ys . 


7 的 一 切 共 柏 元 的 积 等 于 7 在 P 上 的 范 数 . 因此 我 们 有 
v1 = cE, EE = 6N(Y). 
这 样 ,我 们 就 有 下 面 的 结论 
域 足 上 的 一 个 御 环 代数 叙 ， 作 为 循环 域 卫 和 它 的 人 罗 瓦 群 @ 
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的 又 积 来 说 ， 只 要 在 基 域 下 中 给 定 一 个 元 束 和 送 0, 即 可 完全 确 
定 。 元 素 8 可 以 乘 上 了 中 一 个 任意 元 素 Y 关 0 的 范 数 ， 而 不 致 改 

按照 哈 塞 的 创 议 ,循环 代数 和 用 记号 (86, 3， 人 

如 果 取 了 为 一 个 特征 关 2 的 域 ,2 为 了 的 一 个 二 次 扩 域 
PCV 一 o), 并 命 5 一 一 p， 则 所 得 到 的 信 环 代数 就 是 全 2 中 的 广义 
四 元 数 代数 ， 

循环 代数 的 结构 虽然 是 如 此 简单 ， 可 是 仍 具 有 很 大 的 普遍 意 
义 .事实 上 , 布 劳 尔 ， 蛤 塞 和 诺 特 (J. f. yeine 4. angew. Math.， 
167，、399) 闸 经 证 明 过 这 样 一 个 基本” 定理。 这 个 定理 断定 ,有 限 - 
次 代数 数 域 上 的 每 个 中 心 可 除 代数 都 是 循环 代数 ， 

习题 . 1. 一 个 环 的 中 心 仍 是 环 ， 


2. 全 阵 环 ?了 , 是 P 上 的 一 个 中 心 单 代数 ， 
3。 如 果 一 切 因子 5s,r = 1, 则 和 全 的 又 积 等 于 ZzZ 和 人 @ 的 群 环 的 积 ， 


$ 145. 作为 带 算 子 群 的 代数 、 模 与 表示 


当 我 们 把 一 个 代数 气 看 成 对 加 法 来 说 的 交换 群 时 ， 它 容许 如 
下 两 个 算 子 区 : 

第 一 个 算 子 区 是 域 P， 这 一 算 子 区 之 下 的 可 许 子 群 即 一 切线 
性 子 空间 , 外 的 那样 一 切 子 集 ， 它们 在 包含 a 的 同时 也 包含 着 
a6 《对 了 中 每 个 6) ,在 包含 和 2 的 同时 也 包含 着 a 一 5. 如 果 双 f 
的 秩 为 x, 则 每 个 子 空间 的 秩 志 4(§36)。 

第 二 个 算 于 区 就 是 代数 中 本 身 , 它 的 元 素 既 可 看 成 左 算 子 , 也 
可 看 成 右 算 子 。 这 时 可 许 子 群 就 是 左 理想 \、 右 理想 和 双边 理想 ， 

现在 让 我 们 一 劳 永 逸 地 作出 如 下 的 约定 : 即 当 我 们 考虑 一 个 
代数 中 的 ( 左 、 右 或 双边 ) 理 想 时 ， 我 们 永远 把 域 P 作为 算 子 区 一 
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道 考 虑 在 内 ， 这 就 是 说 , 只 有 那样 的 子 群 才能 算是 可 许 去 理 起 
们 在 包含 每 个 元 素 a 的 同时 ,不 仅 包 含 着 一 切 元 素 ra (7 属于 由， 
而 且 也 包含 着 一 切 元 素 a6 (8 属于 P). 右 理想 的 情况 也 是 如 此 ， 
因此 ,可 许 理想 永远 同时 是 线性 子 空间 ， 同 样 ,两 个 左 理想 算 子 同 
构 , 当 且 仅 当 二 者 之 间 存 在 一 个 同 构 对 应 , 它 在 将 元 素 “ 喘 成 二 的 
同时 ,也 将 每 个 ra 映 成 rz, 每 个 o8 映 成 88， 一 个 左 理想 称 为 单 
左 理想 或 极 小 左 理 想 ,如 果 这 个 左 理想 除了 它 自身 和 零 理想 之 外 ， 
不 包含 其 它 可 许 左 理想 . 

对 理想 概念 加 上 这 样 一 个 限制 之 后 ， 一 个 代数 中 的 理想 满足 
极 大 和 极 小 条 件 ， 

每 个 非 空 的 (左右 或 双 按 ) 理 想 集合 ( 至 少 ) 包 爹 一 个 极 大 理想 ， 
即 那样 一 个 理想 ， 它 不 再 包含 在 同一 集合 中 的 另 一 理想 之 内 ， 也 
(至 少 ) 包 含 一 个 极 小 理想 , 它 不 再 包含 同一 集合 中 的 其 它 理想 ， 

事实 上 , 根据 我 们 的 约定 , 每 个 理想 同时 也 是 一 个 子 空间 ,而 
在 秩 过 » 的 子 空间 的 每 个 非 空 集合 中 必 有 一 个 秩 最 大 和 秩 最 小 
的 子 空间 

为 了 在 尽 可 能 一 般 的 假设 之 下 得 出 代数 理论 中 的 许多 基本 定 
理 , 在 整个 这 一 章 的 过 程 中 我 们 不 再 局 限于 考虑 某 个 域 上 的 代数 ， 
而 是 考虑 任意 的 环 。 对 于 这 样 的 环 , 我 们 可 以 根据 不 同 的 需要 加 
上 左 理 想 或 右 理想 的 极 大 或 极 小 条 件 。 根据 $ 102, 极 大 条 件 和 
链条 件 等 价 。 环 。 还 可 以 带 上 一 个 算 子 区 2 ( 它 取 代 早先 的 域 P 
的 作用 ), 其 中 的 算 子 6, y,，.… 具 有 性 质 : 

(1) (a + 6)B8 = ap + 5p, 

(2) ~ (ab)p = (ap)b = 2068)， 

如 果 存 在 着 这 样 一 个 算 子 区 ， 那 么 理想 的 概念 必须 和 前 面 一 样 受 
到 如 下 一 个 限制 , 即 每 个 理想 在 包含 a 的 同时 ， 也 包含 着 一 切 a 
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(8 属于 8)。 如 果 我 们 希望 把 这 一 点 明确 地 强调 出 来 ， 我 们 就 采 
用 可 许 左 或 右 理想 等 说 法 。 极 大 或 极 小 条 件 只 要 对 这 种 理想 成 立 
就 行 ， | 

还 有 一 点 必须 指明 ， 那 就 是 极 小 条 件 的 限制 性 比 极 大 条 件 要 
强 得 多 .事实 上 , 在 $ 106 中 我 们 已 经 看 到 ， 存 在 着 范围 广泛 的 许 
多 类 环 ， 在 它们 里 面 极 大 条 件 成 立 (其 中 包括 了 最 有 趣味 的 一 些 
环 )， 另 一 方面 ,举例 来 说 ,在 无 零 因子 的 环 中 , 像 我 们 在 下 面 将 要 
看 到 的 那样 , 极 小 条 件 只 有 当 这 些 环 为 体 时 才能 成 立 . 

其 次 必须 弄 清楚 理想 理论 中 的 哪 一 些 概念 ,如 理想 的 和 、 积 等 
等 ， 对 带 有 或 不 带 有 算 子 区 的 非 交 换 环 仍 不 失去 其 意义 ， 首 先 容 
易 看 出 , 两 个 可 许 右 或 左 理想 的 交 a 站 6 与 和 (a, 的 仍 是 可 许 右 或 
左 理 想 .( 这 一 事实 一 般 地 对 带 算 子 的 群 成 立 )， 此 外 还 可 以 立即 
看 出 , 积 a5〈 即 一 切 和 于 o 的 集合 , ee a, 66 6 是 一 个 可 许 右 理 
想 ,如 果 其 中 第 二 个 因子 为 可 许 右 理想 ;是 一 个 可 许 左 理想 ， 如 果 
其 中 第 一 个 因子 为 可 许 左 理想 ， 另 一 因子 可 以 是 ob。 中 一 个 完全 任 
意 的 集合 或 个 别 的 元 素 。 举 例 来 说 ,只 要 8 是 一 个 右 理想 ， pb, 即 
一 切 乘积 pa(a & 9) 的 集合 , 便 是 一 个 右 理想 . 

如 果 a 是。 中 的 一 个 左 理想 , 而 * 为 。 中 任意 集合 , 那么 我 们 
可 以 定义 去 商 ai:e 为 。 中 具有 性 质 

Xe 所 0 

的 元 素 x 的 集合 . 

左 商 仍然 是 一 个 左 理想 ， 事 实 上 ,由 xe a 和 yc Sa 可 以 扒 
出 (w 一 y)c 忆 a, 而 由 zx 9 可 以 推出 xx czaca 对 oo 中 一 切 
元 素 "成立 。 如 果 a 和 都 是 左 理想 ,那么 a:e 甚至 还 是 一 个 双边 
理想 ， 事 实 上， 由 xt Se 可 以 推出 zxe ES xe SG o。 两 个 右 理想 的 
右 商 可 以 类 似 地 定义 ,可 是 我 们 不 会 用 到 它 ， 
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为 了 说 明 极 小 条 件 有 多 大 的 限制 性 ,我 们 证 明 以 下 的 定理 : 

设 p 是 一 个 满足 左 理想 报 小 条 件 的 环 , 4 是 5 中 的 一 个 元 素 ， 
并 且 不 是 0 中 的 一 个 右 替 因子 , 那么 在 0 中 方程 ra 二 5 对 住 意 B 
可 解 . 

证 . 堪 理 想 oa"(n 一 1, 2,，….) 的 集合 中 必 有 一 个 极 小 者 ， 
设 为 04*. 由 于 oo 和 oe"， 而 oaztl C on 的 可 能 性 已 被 排除 ， 
收 必 有 oo" “一 0g"， 因 此 每 个 乘积 ber 都 可 以 写成 ca™t! 的 形式 ; 

bar 一 “CT 
于 是 我 们 可 以 从 等 式 左 右 两 端 消 去 ww 个 因子 a, 故 有 
b= ca, 
这 下 是 说 ,方程 xa 一 有 解 ， 

完全 同样 ， 如 果 0 是 一 个 满足 右 理想 极 小 \ 条 件 的 环 ,而 a 不 是 
堪 替 因子 , 则 方程 ax 二 5 可 解 ， 

将 六 两 个 定理 结合 起 来 可 以 推出 : 

如 采 0 是 一 个 满足 并 理想 和 右 理 想 极 小 条 件 的 无 零 因子 环 ， 
唱 o 必 是 一 体 . 

特别 ， 任何 一 个 无 零 因子 的 代数 是 一 个 体 ， 此 种 代数 称 为 可 
除 代 数 。 

习题 . 1， 对 于 一 个 具有 单位 元 的 环 来 说 ， 上 面 所 提 到 的 由 于 算 子 区 
P 或 4 的 存在 而 对 理想 概念 所 加 上 的 限制 是 不 起 作用 的 : 每 个 理想 都 能 容 
许 P 或 2 的 作用 . 

2. 环 0 中 左 理想 的 极 大 和 极 小 条 件 成 立 的 充分 必要 条 件 是 o 中 存在 左 


“理想 的 合成 列 。 


3. 在 一 个 满足 极 小 条 柏 的 交换 环 中 ， 以 一 个 素 理 想 为 模 的 同 余 类 环 永 
远 是 一 个 域 ,因而 每 个 素 理 想 都 是 无 因子 的 ， 


除了 。 中 的 理想 之 外 ,我 们 还 要 芳 虑 o- 模 ,特别 是 。 的 元 素 作 
为 正 算 子 的 模 玩 ， 我 们 称 此 种 模 为 o- 左 模 。 设 。 的 元 素 为 a, 5， 
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“ “3 Wt 的 元 素 为 HY“"*'", 这 时 应 有 


(3) a(u 十 z) 一 CU 十 av 
(4) (a + bu = ar + bu 
(5) : (ep = albr). 


如 果 环 "还 带 有 一 个 算 子 区 8, 那么 我 们 要 求 哎 也 能 容许 9 


中 算 子 的 作用 (这 些 算 子 我 们 写 在 又 中 的 元 素 的 右边 ), 并 要 求 运 


算 规 则 
(6) (gt vB= ut ve 
(7) (au)p = aluf) = (a Na. 


成 并 这样 一 来 ,所 考虑 的 模 就 是 一 个 双 模 (o- 左 ,8- 右 )。 

谈 到 模 的 子 模 时 ,所 指 的 永远 是 可 许 的 子 模 ， 即 能 够 容许 
0 和 4& 中 的 算 子 作用 的 子 横 。 如 果 一 个 模 对 除 了 {0} 乏 之 外 不 
骨 有 其 它 子 模 ,这 个 模 就 称 为 一 个 单 模 或 极 小 模 。 环 0 称 为 单 环 ， 
如 未 它 作为 一 个 以 。 为 右 算 子 区 和 左 算 子 区 (可 能 还 要 带 上 某 个 
附加 的 算 子 区 8) 的 双 模 来 说 是 一 个 单 模 ,也 就 是 说 , 它 除 了 {0} 和 
0 之 外 不 再 具有 其 它 可 许 双边 理想 ， . 

以 5 中 有 的 一 个 元 素 a 去 乘 中 中 的 元 素 ,就 给 出 8- 模 骂 的 一 
个 目 同 态 4: 
(8) au > 一 Aw, 

这 梓 一 来 , " 中 的 每 个 元 素 a 都 有 一 个 自 同 态 4 与 之 相当 . 与 
积 ab 相当 的 自 同 态 是 积 48B, 而 与 和 a 十 & 相当 的 自 同 态 是 和 4 
十 B。 后 者 由 / 
(9) (A+ Bu= Au++ Bu 
定义 。 因 此 ,对 应 a -> 4 是 一 个 环 同 态 ， 如 果 对 任意 6€ 0, 我 们 
用 
(10) ~ (AB) = (AWB 


es 631 。 


来 定义 自 同 态 48, 那么 积 48 和 积 a6 相当。 因此 环 同 态 z -> 4 
同时 还 是 一 个 相对 于 2 来 说 的 算 子 同 态 。 具 有 这 一 性 质 的 一 个 环 
同 态 称 为 。 的 一 个 表示 (os 的 元 素 表示 成 8- 模 呀 的 自 同 态 )， 

这 个 表示 概念 比 $ 136 中 所 定义 的 表示 概念 要 来 得 广 一 些 . 
在 那里 2 是 一 个 体 政 , 而 咒 是 KK 上 的 一 个 有 限 维 向 量 空间 . 

我 们 已 经 看 到 ,每 一 个 (以 。 为 左 算 子 区 , 2 为 右 算 子 区 的 ) 双 
模 吕 都 给 出 。o 的 一 个 表示 ,反之 ,如 果 给 定 了 0 的 一 个 表示 a 一 
4, 它 将 "的 元 素 a 表示 成 8- 模 咒 的 自 同 态 4, 那么 只 要 利用 
(8) 来 定义 乘积 xx。 就 可 以 将 骂 转变 成 为 一 个 以 。 为 左 算 子 区 ， 
2 为 右 算 子 区 的 双 模 . 

如 果 。 是 基 域 O 上 的 一 个 代数 ,因而 是 2 上 的 一 个 向 量 空间 ， 
那么 在 大 部 分 情况 之 下 我 们 只 考虑 那样 的 模 叹 , 对 它们 来 说 ，2 
中 的 单位 元 同时 也 是 单位 算 子 。 换 句 话说 , 路 也 必须 是 8 上 的 向 
量 空 间 。 这 时 前 面 所 讲 到 的 自 同 态 就 是 向 量 空间 听 的 线性 变换 ， 
而 我 们 所 讨论 的 也 就 是 。 的 线性 变换 表示 ， 

同 态 a ~ 4 的 核 由 所 有 满足 条 件 a = {0} 的 元 素 组 成 , 即 
核 等 于 双边 理想 {0}: 钢 ， 如 果 核 等 于 零 理 想 , 即 所 考虑 的 同 态 为 
一 同 构 ,我 们 就 说 这 样 一 个 表示 是 忠实 的 . 

表示 a -> 4 ( 象 在 $ 136 中 所 定义 的 那样 ) 称 为 可 约 的 ， 如 果 
表示 模 趾 具 有 一 个 异 于 {0} 和 驶 的 子 模 名， 如 果 不 存在 这 样 的 
子 模 , 即 咒 为 一 单 模 ,那么 表示 a -> 4 就 称 为 不 可 约 的 ， z 

如 果 模 路 在 $ 49 的 意义 之 下 完全 可 约 , 即 可 表 成 一 些 单 模 
的 直 和 ,我 们 就 说 表示 a 一 4 是 完全 可 约 的 。 一 个 可 约 的 或 完全 
可 约 的 方 阵 表示 中 方 阵 的 具体 形状 如 何 , 这 一 点 已 在 $ 136 中 由 
公式 (4) 和 (7) 作 了 解答 . 

如 果 一 个 环 。 的 两 个 表示 是 由 彼此 同 构 的 两 个 模 给 出 的 ， 这 
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两 个 表示 就 称 为 等 价 的 表示 。 在 有 限 维 向 量 空间 的 情形 下 ， 这 就 
是 说 , 只 要 在 表示 模 中 相应 地 选取 基 向 量 ,就 可 使 两 个 表示 具有 相 
同 的 方 阵 ， 

这 里 所 建立 的 各 种 关系 昌 然 非常 简单 ， 它 们 对 代数 的 结构 与 
表示 理论 有 着 非常 重大 的 意义 ， 早 在 $ 143 的 例 2 中 ， 我 们 就 得 
出 了 四 元 数 的 一 个 两 行 两 列 的 方 阵 表示 ， 而 所 用 的 办 法 恰恰 就 是 
把 四 元 数 代 数 % 本 身 看 成 一 个 (3- 左 , 3- 右 ) 双 模 ， 


$ 146. 小 根 与 大 根 


在 $ 142 中 已 经 证 明 ， 一 个 交换 环 中 的 第 零 元 素 组 成 一 个 理 
想 ， 这 个 理想 匈 我们 称 之 为 环 的 小 根 . : 
对 非 交换 环 "来 说 ,这 一 定义 不 再 适用 ,因为 两 个 需 零 元 素 的 
和 不 一 定 是 宕 零 的 . 
从 环 中 的 震 堆 理想 出 发 ， 可 以 得 出 一 个 在 许多 情况 下 适用 的 
“ 根 的 定义 。 一 个 《 左 或 右 ) 理想 a 称 为 军 堆 的， 如果 它 的 某 个 军 
om 是 零 理 想 {0}。 我 们 有 
引 理 1。 两 个 暴 震 左 理想 的 和 (ao, 6) 是 畸 堆 去 理 起。 
证 ， 设 om = be 一 {0}， 将 理想 (a, 6)"+*-! 具 体 展开 出 来 可 
得 到 一 个 和 , 其 中 每 一 项 都 是 m 十 # 一 1 个 a 或 6 之 积 。 在 这 样 
一 个 乘积 中 或 者 因子 a 出 现 至 少 w 次 , 或 者 因子 5 出 现 至 少 # 次 . 
比方 说 ,如 果 第 一 种 情况 出 现 ,那么 这 个 乘积 具有 形式 : 
ea. 
其 中 至 少 有 w 个 因子 a, 可 是 oa So 故 有 
ooo0 0 Sq”... ={0}, 
因此 一 切 乘积 均 为 {0}, 故 有 
Ca, bt 一 {0}. 


引 理 2。 每 个 夫 替 左 或 右 理 想 都 包含 在 一 个 加 替 双 边 理 想 之 


证 ， 设 1 是 一 个 窘 零 左 理 想 ，[? 一 10}， 这 时 1 也 是 医 雪 的 : 
(to)” = 1(0D"~o CCI!ip = 0 = {0}. 

这 样 一 来 , 由 1 所 生成 的 右 理想 (1,I10) 就 是 两 个 宫 零 左 理想 之 和 ， 
内 而 它 本 身 也 是 一 个 蜗 零 左 理想 , 即 一 个 罕 零 双边 理想 . 

坏 0 的 小 根 针 指 的 就 是 5 中 一 切 虞 零 双边 理想 之 和 ， 根 据 引 
建 2, 一 切 需 伶 左 理想 和 右 理想 都 包含 在 这 个 和 内 ,因此 我 们 也 可 
以 把 所 定义 为 一 切 舒 零 左 理想 (或 右 理想 ) 之 和 。 此 外 还 有 另 一 
种 说 法 : a 属于 多 , 当 且 仅 当 = 生成 一 个 寒 零 左 理 想 ( 或 右 理想 )， 

当 。 为 一 代数 ,或 者 更 广 -- 点 ,为 -满足 左 理想 极 小 条 件 的 球 
时 ,小 根 实 和 下 面 将 要 定义 的 大 根 咬 相 一 致 (参看 $ 148)。 在 这 
一 情 志 下 我 们 可 去 掉 “ 小 * 字 ,而 将 各 = 名 称 为 代数 % 的 根 . 

一 个 无 根 的 代数 , 即 根 等 于 零 理 想 的 代数 , 称 为 半 单 代数 ， 半 
单 代数 的 结构 已 由 j. HH. 麦克 拉 根 - 韦 德 伯 恩 (MacLagan~Wedder- 
burn) 侠 明 ， 全 的 主要 定理 是 : 

每 个 半 单 代数 大 是 一 些 具有 单位 元 的 单 代数 的 直 和 和， 而 每 个 
这 样 的 单 代数 都 同 构 于 一 个 体 上 的 全 阵 环 , 

EB. 阿 廷 (ABh. Math. Sem. Univ。Hambure 5, 245) 将 韦 德 
供 恩 的 定理 推广 到 满足 左 理想 极 小 条 件 的 环 ， 如 果 不 加 上 这 样 一 
个 条 件 , 要 想 得 出 简单 的 结构 定理 是 不 可 能 的 。 其 原因 就 是 根 所 
还 六 小 了 . 这 一 点 早 就 有 人 指出 过 .许多 作者 ,其 中 包括 R. 贝尔 
(Baer ) 科勒 维 茨 基 (J. Levitzki) 等 人 ,曾经 定义 了 环 的 大 根 ， 可 是 
一 直到 N. 雅 各 布 森 (Jacebson) 才 在 大 根 轩 的 一 个 适当 定义 的 基础 
之 上 ,成 功 地 得 出 了 无 根 环 的 结构 定理 .关于 整个 这 一 理论 的 一 个 
全 面 的 叙述 ,可 参看 雅 各 布 森 的 书 Structure of Rings (1956), 这 里 我 
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们 仅 限 于 介绍 几 个 主要 定理 . 

雅 各 布 森 在 他 的 书 中 将 一 个 环 o 的 大 根 旬 定义 为 那样 一 些 元 
素 4 的 集合 ， 它 们 在 。 的 每 个 不 可 约 表 示 之 下 都 被 映 成 零 ， 进 一 
步 雅 各 布 森 证 明 ， 大 很 咬 也 可 以 作为 某 些 被 它 称 之 为 “范式 ” 理 
想 的 极 大 右 理想 的 交 得 出 ， 这 里 的 右 理想 可 以 换 成 左 理 想 。 此 种 
更 动 对 大 根 并 无 影响 . 在 本 节 中 我 们 利用 范式 极 大 左 理 想来 定义 
环 的 大 根 . 

诺 理想 & 称 为 一 个 范式 (modular) 理 想 ， 如 果 在 " 中 可 以 找到 
一 个 元 素 c, 使 得 : 

(1) ac 三 a(L) 
对 。 中 一 切 元 素 a 成立， 

元 素 < 在 某 种 意义 上 起 着 mod 8 的 右 单位 元 的 作用 ，“modu- 
lar 这 个 字 导 源 于 “module” 一 词 ,这 就 是 单位 元 的 较 老 的 名 称 *， 

现在 我 们 定义 环 。 的 大 根 ,或 者 简短 一 点 , 环 o 的 根 甸 为 中 
一 切 范式 极 大 左 理想 ?之 交 .， 如 果 在 。 中 除了 本身 之 外 没有 范 
式 极 大 左 理想 , 根 各 就 和 整个 环 相 重合 ,这样 的 环 称 为 根 环 ， 

现 设 2 为 一 个 范式 极 大 左 理想 。 同 余 类 模 o/e 是 一 个 单 模 ， 
从 而 给 出 。 的 一 个 不 可 约 表示 。 这 一 表示 的 核 就 是 双边 理想 


(2) P= 0, 
亦 即 一 切 具 有 性 质 
(3) nc 
的 元 素 a 的 全 体 . 
”性质 (3) 等 价 于 
(4) / ab ED, 对 一 切 86Eo， 


“) 本 书 中 采用 的 译名 没有 照顾 这 一 意义 一 一 译 者 注 . 
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”特别 ， 由 (3) 可 得 出 ac E 8, 从 而 根据 (1) 有 sk&， 这 一 事实 

对 利 中 一 切 元 案 4 成立 ,因此 我 们 有 
(5) 再 三 &。 

对 每 个 有 一 个 第 一 &:o。 根据 (5) 一 切 凶 的 交 包 含 在 一 切 
2 的 交 之 内 ， 亦 即 包 含 在 根 咬 之 内 。 现在 我 们 反 过 来 证 明 , 欠 包 
含 在 每 个 理想 争 之 肉 ,因而 也 包含 在 它们 的 交 之 内 . 

设 < 为 % 中 的 一 个 元 素 ， 我 们 要 证 明 条 件 (4) 对 任意 上 和 8 
成 立 , 也 就 是 说 ,要 证 明 a 包含 在 每 个 左 理想 

© 一 内 :2 

之 内 。 可是“ 属于 以 及 。 中 的 每 个 范式 极 大 左 理想， 因此 要 想 
证 明 这 样 一 个 事实 ,只 要 证 明 8 或 者 等 于 。, 或 者 为 。 中 的 范式 极 
大 左 理想 就 行 。 

对 于 国定 的 和 8& 来 说 , 。 中 每 个 元 素 * 都 有 一 个 乘积 x6 和 
一 个 mod 8 的 同 余 类 xb 十 8 与 之 相应 。 这 样 一 个 对 应 是 一 个 模 
同 态 。 这 个 同 态 的 核 恰 是 8 一 8:5。 因此 , o/8’ 被 同 构 地 上 映 入 
o/R。 另 一 方面 ，o/& 是 一 个 单 模 ， 因 此 我 们 只 有 以 下 两 种 可 能 的 
情况 : 或 者 o/8' 被 同 构 地 映射 成 零 ， 从 而 它 本 身 为 一 零 模 ; 或 者 
o/&' 被 同 构 地 映射 成 整个 o/8。 在 第 一 种 情况 下 有 8' = 。 在 第 
二 种 情况 下 8 和 8& 一 样 都 是 。 中 的 范式 极 大 左 理想 . 

总 结 起 来 我 们 有 以 下 的 

定理 1。 根 策 等 于 双边 理想 第 一 8:0 的 交 , 因 而 其 自身 为 一 
双边 理想 . : : 

现在 我 们 作 间 余 类 环 5 = o/R， 。 中 的 每 个 范式 极 大 左 理想 
8 都 有 5 中 一 个 范式 极 大 左 理想 & 一 8/% 与 之 相对 应 ,反之 亦 然 . 
天 此 我 们 有 : 

定理 2. 同 余 类 环 0/ 听 是 一 个 无 根 环 ， 也 就 是 说 , 0/ 拓 的 根 
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是 零 理 想 . 
无 根 还 称 为 半 单 的 。 因 此 定理 2 可 改 述 如 下 : 
环 5" 对 它 的 根 跑 的 同 余 类 环 是 一 个 半 单 环 , 
习题 1. 如 果 0/8 与 0/& 算 子 同 构 , 则 
& :0 一 &:o 王 第 ， 
2. 如 果 区 为 一 个 范式 左 理 想 , 则 3 = &:o 是 一 个 包含 在 & 之 内 的 双 
边 理想 , 它 包 含 着 一 切 包含 在 人 之 内 的 双边 理想 ， 


在 下 文中 我 们 要 用 到 下 面 这 样 一 个 定理 : 

定理 3。 每 个 范式 左 理想 1 二 0 均 可 扩张 为 一 极 大 让 理想 
3 0 (后 者 自然 仍 是 范式 理想 )， 

证 ， 设 为 环 o。 中 具有 性 质 
(6) z ac 尘 a({), 对 一 切 ee no， 
的 元 素 。 左 理想 5 不 包含 . 游 虑 一 切 包含 着 5 而 不 包含 元 素 e 的 
左 理想 上 的 集合 。 我 们 要 在 这 些 左 理想 【 当中 找 出 一 个 极 大 的 £ 
来 ， 如 果 这 样 一 个 & 存在 ,那么 它 本 身 就 是 一 个 范式 极 大 左 理想 ， 
并 且 闪 0。 事实 上 , 如 果 £ 有 一 个 真 包 理 想 8', 则 8' 将 包 有 元 素 
c， 从 而 根据 (6) 包 有 。 中 的 每 个 元 素 a. 

因此 ， 我 们 只 要 证 明 左 理想 { 当中 存在 着 一 个 极 大 的 £ 就 行 
了 . 如 采 在 环 " 中 左 理想 的 极 大 条 件 成 立 (特别 当 。 为 一 代数 时 )， 
tC 的 存在 性 是 显然 的 。 如 果 极 大 条 件 不 成 立 ， 那 么 为 了 证 明 & 的 
存在 , 就 必须 利用 良 序 定 理 和 超 穷 归纳 法 ($ 8), 或 者 利用 措 恩 引 
理 ($ 62). 

利用 超 穷 归纳 法 的 证 明和 $ 72 所 给 出 的 , 关于 一 个 代数 封闭 
域 8 中 , 一 个 给 定 的 形式 实 域 其 的 极 大 形式 实 扩 域 的 存在 性 的 证 
明 完 全 相似 . 设 环 o 已 经 良 序 化 ， 并 设 在 这 一 良 序 下 开头 一 个 元 
案 是 0 。 对 。 中 每 个 元 素 a, 我 们 可 以 作出 两 个 左 理想 I 和 28, 
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其 中 一 8, 一 1， 对 每 个 a 关 0, 命 为 一 切 2 的 并 集 ， 其 中 5 
是 在 所 给 良 序 之 下 位 于 a 之 前 的 元 素 ; 命 @ 为 {, 和 由 元 素 = 所 生 
成 的 左 理想 之 和 ,如 果 这 个 和 不 包含 元 素 的 话 , 否则 命 2, 一 1. 
最 后 ， 我 们 命 £ 为 一 切 8, 的 并 集 。 利 用 超 穷 归纳 法 不 难 证 明 , 所 
有 左 理想 8&., 从 而 左 理想 8, 不 包含 元 素 c<。 左 理想 显然 具有 我 
们 所 期 望 的 极 大 性 。 

颇 便 提 一 名 ,利用 同一 证 明 方 法 可 以 一 一 般 地 证 明 措 转 引 理 1 

为 了 研究 小 根 和 大 根 之 间 的 关系 ， 我 们 要 引入 一 种 新 的 乘法 
来 作为 辅助 工具 ， 


下 


$147. 星 积 


环 o 中 两 个 元 素 4 和 4 的 星 积 ax*5b 由 
ak*kb=ab—ab 
定义 ， 雅 各 布 森 把 它 写成 a。&b, 并 把 这 一 运算 称 为 “ 圆 合成 ”。 
是 积 满足 结合 律 , 环 中 的 零 元 是 星 乘法 之 下 的 单位 元 : 
0U 米 2 一 4 米 0 一 2 
如 果 。 有 单位 元 1, 那么 a#*4 一 < 也 可 以 由 
(1 一 aa) 一 办 一 1 一 -< 
来 定义 ,由 此 立即 得 出 星 乘法 的 结合 
一 个 给 定 元 素 ? 的 左 星 送 元 x 由 
2 洲 z 一 0 或 gs’ 十 zx 一 zg 一 0 
定义 ,而 当 。 中 存在 单位 元 1 时 ,可 由 
(1—2)(1—2)=!1 
定义 。 具有 左 星 逆 元 x’ 的 元 素 > 称 为 友 星 正则 元 《或 左 氢 正则 
1) 关于 由 选择 公理 直接 导出 措 恩 引 理 的 证 明 , 参看 H, Kneser，Math.。2Z., 53 
(1950), 110. z 
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元 )。 同 样 , 由 条 件 z*z = 二 0 可 定义 右 星 逆 元 和 右 是 正则 元 的 概 
一 个 元 素 zx 称 为 星 正 则 的 ， 如 果 可 以 找到 一 个 元 素 zx, 它 既 
是 x 的 左 星 逆 元 ,也 是 它 的 右 星 道 元 : 
sf 来 3 一 8 炒 2 一 0. 
定理 4. 每 个 舌 索 元 是 星 正则 的 ， 
证 设 瑟 一 0, 并 命 
则 有 普米 zx 一 0 一 * 类 xs。 因此 * 为 星 正则 元 . 
如 玉 一 个 左 理 想 1 中 所 有 元 素 都 是 左 星 正则 的 , 那么 它们 一 
定 都 是 星 正 则 元 素 。 事实 上 , 设 z 为 ! 中 一 个 元 素 , 并 设 xz' 为 它 的 
左 星 送 元 , 则 
2 = 83 一 
因此 , x 包含 在 1 内 ,从 而 根据 我 们 的 假设 具有 一 左 星 逆 元 2”, 这 
样 一 来 ,我 们 就 有 
zs 一 0*z 一 2 炒 z' 冰 zs 一 2 六 0 一 2"， 
a 
zz 二 2 六 zz 二 0， 
这 碘 是 说 , x’ 不 但 是 z 的 左 星 逆 元 ,而 且 也 是 它 的 右 星 逆 元 ， 
如 术 一 个 堪 或 右 理想 中 所 有 元 素 都 是 星 正则 的 ， 我 们 就 说 它 


是 一 个 星 正则 理想 。 根据 以 上 所 证 ,对 于 一 个 左 理想 来 说 ,只 要 它 


的 一 切 元 素 均 为 左 星 正则 就 够 了 。 同样、 对 右 理 想来 说 只 需要 求 
它 的 一 切 元 素 均 为 右 星 正则 元 ， 

定理 5。 根 愉 是 一 个 星 正则 左 理想 ,0 中 一 切 星 正则 去 理想 
都 包 会 在 只 之 内 。 加 

证 。 议 z 为 只 中 的 一 个 元 素 。 我 们 要 证 明 x 具有 一 个 左 星 
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逆 元 ， 我 们 作 一 切 形 如 
xl —X 
的 元 素 的 集合 ， 其 中 * 遍历 整个 环 b。 这 个 集合 是 一 个 范式 左 理 
想 。 其 中 元 素 x 起 着 早先 的 元 素 “ 的 作用 。 如 果 这 个 左 理想 包含 
元 z, 那么 这 就 意味 着 存在 一 个 元 索 x, 使 得 
2 一 gz 一 和 
由 此 即 有 x**z 一 0, 亦 如 为 :的 左 星 送 元 。 如 果 这 个 范式 磊 理 
起 不 包含 *， 那 么 它 就 不 可 能 等 于 %， 因 而 根据 定理 3， 可 以 把 它 
扩张 成 为 一 个 范式 极 大 左 理想 & 关 5。 可 是 z 属于 ,而 和 为 一 
切 汇 式 极 大 左 理想 之 交 ,因此 z 属于 &. 这 样 一 来 ,一 切 元 素 
X= XO— (rz— x) 

均 属 于 &, 也 就 是 说 ,& 等 于 o。 而 据 ? 的 定义 它 是 不 等 于 5 的， 

由 此 可 网 , 物 中 每 个 元 素 x 都 有 一 个 左 星 逆 元 ， 因 此 5 为 一 
是 正则 左 理想 . 

现在 假设 1 为 一 星 正则 左 理 想 。 我 们 要 证 明 ! 包 含 在 一 切 范 
式 极 大 左 理想 £ 之 内 ,从 而 包含 在 旬 之 内 , 

假设 1 不 包含 在 & 内 ， 这 时 (8, 中 将 等 于 整个 环 o. 
(1) (£,1) 一 0. 

由 于 $ 是 范式 左 理想 , 故 可 找到 一 个 元 素 c, 使 
(2) ac 三 a(f), 对 一 切 a€0，, 
由 条 件 (1), 这 个 元 素 c 一 定 能 表 成 和 y 十 z 的 形式 ， 其 中 > 属于 
£ 向 x 属于 1。 贝 此 凤 有 


(3) c = 2(£).. 


由 于 zx 属于 1 它 应 有 一 个 左 星 逆 元 x 
(4) 2 二 2 一 zz= 0, 
由 43) 和 (4) 立 得 
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5 十 xz 一 gc 三 00S)， 
从 而 由 (2) 有 

c 二 0(£), 
而 这 是 不 可 能 的 ， 

由 定理 5 很 容易 证 明 一 个 环 中 的 左 根 和 右 根 彼此 相等 . 事 
实 上 ,如 果 我 们 定义 右 根 R 为 一 切 范式 极 大 右 理想 之 交 , 则 RW 将 
是 一 个 星 正则 双边 理想 ,因而 根据 定理 5， 它 应 包含 在 旬 之 内 . 同 
理 可 知 , 物 包 含 在 入 之 内 ,从 而 有 名 一 NW， 这 样 一 来 , 我 们 就 可 
以 根据 自己 的 意愿 将 根 加 或 者 定义 为 一 切 范式 极 大 左 理想 或 右 
理想 之 交 , 或 者 定义 为 一 切 星 正则 左 理想 或 右 理想 之 并 . 

一 个 左 或 右 理想 称 为 一 个 昧 零 元 理想 ， 如 果 它 的 一 切 元 素 都 
是 寡 零 元 .由 定理 4 可 知 ,每 个 寡 零 元 理想 是 星 正 则 的 ,从 而 由 定 
理 5 可 得 : 

定理 6. 一 切 畸 索 元 理想 均 和 包含 在 根 届 之 内 ， 

特别 , 一 切 寡 零 理想 包含 在 郧 之 内 .一切 宕 零 理 想 的 并 集 即 
环 中 前 小 根 只 。 因 此 我 们 有 : 

定理 7。 小 根 包 包含 在 大 根 浊 之 内 ， 


习题 1. 环 o 的 一 个 左 或 右 单位 元 不 可 能 是 星 正则 的 ， 因 而 不 会 包含 
在 根 负 之 内 ， 


3 148. 满足 极 小 条 件 的 环 


从 现在 起 我 们 假定 环 。 满足 左 理想 的 极 小 条 件 。 在 这 一 假设 
之 下 我 们 首先 证 明 : 

定理 8 ， 大根 咒 是 知 零 的 。 

证 。 在 由 咬 的 各 个 寡 9" 所 构成 的 序列 中 必 有 一 个 极 小 的 
理 四 名 由于 RW* 包含 在 %* 之 内 , 改 必 有 
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fn 一 NR 
如 命 %" 一 5, 则 有 5? 一 6 我 们 要 证 明 S 一 {01. 
假设 S 去 101。 我 们 车 虑 一 切 共 有 性 质 


(1) SECG 
(2) S3 x {0} 
的 左 理 想 $ 的 集合 ， 


这 一 集合 是 非 空 的 ,因为 6 本 身 就 是 这 样 一 个 左 理想 . 因此 ， 
有 共有 性 质 (1) 和 (2) 的 左 理想 当中 必 有 一 极 小 者 S。。 由 于 (2), 在 
3 中 可 找到 一 个 元 素 使 565 关 {0}， 左 理想 56 包含 在 S。 之 
内 ,并 且 具 有 竹 质 (1) 和 (2), 因 此 52 = 9。。 由 此 可 知 , 在 6 中 可 
找到 一 个 元 素 x, 使 z2 一 2、 由 于 z 属于 先 , 故 据 定理 5, 元 素 x 
有 一 左 星 逆 元 > : 
(3) z 十 2 一 gz 一 0, 

将 这 个 方程 右 乘 5, 即 得 6 一 0. 而 这 是 和 我 们 的 假设 62 寺 
{0} 相 违背 的 。 这 就 证 明了 6 = {0}, 亦 即 %? = {0}. 

小 很 钢 包 含 一 切 暴 零 双 边 理想 ,因此 我 们 有 和 针 二 和 R。 另 一 方 
面 , 由 定理 7 有 久生 名 ， 这样 一 来 就 得 出 了 : 

定理 9 小 根 匈 等 于 大 根 外 . 

根据 定理 6 ,一 切 坚 零 元 理想 包含 在 RR 之 内 ,因此 有 

定理 10.。 一切 千 震 元 理想 是 震 零 理想 。 

定理 2 告诉 我 们 , 同 余 类 环 o/% 是 半 单 的 ， 如 果 左 理想 的 极 
小 条 件 在 "中 成 立 ， 那 么 它 在 o%/ 壬 中 也 自然 成 立 。 现 在 我 们 要 一 
般 地 研究 满足 左 或 右 理 想 极 小 条 件 的 半 单 环 . 

定理 11 每 个 满足 左 理想 极 小 条 件 的 半 单 环 o 都 是 一 些 单 
《 极 小 ) 左 理想 的 直 和 ， 
证 ， 根据 定义 , 。 的 根 , 亦 即 。 中 的 零 理 想 , 是 一 切 范式 极 大 
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左 理 想 & 之 交 ， 作 为 第 一 步 ,我 们 首先 证 明 ,只 要 从 这 些 & 中 取出 
有 限 多 个 出 来 作 交 ,就 足以 得 出 零 理想 来 ， 

为 此 我 们 考虑 一 切 能 够 表 成 有 限 多 个 范式 极 大 左 理想 8 之 交 
的 左 理想 的 集合 ， 这 一 集合 中 必 有 一 个 极 小 的 左 理想 

[= 8 ... 2, 

如 果 [ < {0}, 那么 一 定 还 可 以 找到 一 个 eur 它 和 1 的 交 是 
{的 一 个 真子 集 ,而 这 是 和 1 的 极 小 性 相 违 背 的 . 因此 应 有 {={0}， 
从 而 有 
(4) (0 一 on. ne， 
如 果 在 理想 {0} 的 这 个 交 表 示 中 出 现 一 个 8;, 它 包含 着 其 余 各 个 理 
想 之 交 , 那 么 在 表示 (C4) 中 这 样 一 个 项 8; 就 是 多 余 的 。 从 (4) 中 去 
掉 一 切 多 余 的 8,, 最 后 便 得 出 一 个 不 可 缩短 的 交 表 示 : 
(5) (0 一 en .NN 8,, 
其 中 没有 一 个 & 是 包含 其 余 各 个 理想 之 交 1 的。 这 样 一 来 ， 和 
(&;, [就 是 &; 的 一 个 真 包 理想 。 由 于 &; 的 极 大 性 , 它 应 等 于 整个 
了 玉 5. 
(6) (£,, {;) = 0， 

等 式 (5) 和 (C6) 说明, {0} 是 被 大 万 理想 8; 的 直 交 。 因此 根据 

3$ 141， o 应 是 左 理想 1 的 直 和 : 


(7) 0 二 二 十 .十 1,， 
其 次 ,根据 $ 141, 我 们 有 算 子 同 构 关系 
(8) 8 0/8,, 


由 于 同 余 类 模 o/&; 为 单 模 , 故 1; 也 是 单 的 。 这 就 证 明了 我 们 的 定 
理 ， 

根据 (7), o。 中 每 个 元 素 4 可 唯一 地 表 成 和 : 
(9) 4d 二 二 :+a, | (a €1;) 
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的 形式 . 
我 们 可 以 在 表示 式 (9) 中 突出 一 个 项 4;, 而 把 (9) 写 成 
(10) 4 一 di 十 六 (a; € 1;, b; € £;), 
元 素 ai 称 为 4 的 10- 分 量 . 对 应 a 一 a; 是 一 个 算 子 同 态 ,其 核 
恰 为 8;。 两 个 元 素 4 和 «a 同 余 (mod 8;), 当 且 仅 当 他 们 有 相同 的 
6- 分 量 . 
具有 性 质 c: = < 的 环 元 素 c 称 为 紧 等 元 。 现 在 我 们 证 明 
定理 32. 如果 采 用 定理 11 中 的 假设 和 记号 , 则 
A. 每 个 1 由 一 个 符 等 元 ef 生成 : 
i= de ef 一 ci 
B.。 元 素 ej 相互 索 化 : 
(11) cieck 二 0， 对 7 半角 
CC。 任意 元 素 4 的 4- 分 晤 4; 可 以 用 e; 去 右 来 4 得 到 : 
(12) Aa; 一 de;, 
D， 驾 等 元 ci 之 和 
(13) : ce 一 cl 十 十 eco 
是 0 中 的 单位 元 . 
证 。 由 于 & 为 范式 理想 , 故 在 。 中 可 找到 一 个 元 素 c;, 使 有 
性 质 
(14) aci 尘 dO;)， 对 一 切 4 & 0 
按 公 式 (10) 将 c; 分 解 , 可 得 : 
(15) cj 一 cj 十 万， 
由 此 即 得 ac; 的 分 解 式 
(16 ) aci 一 lei 十 af 
由 同 余 式 (14) 可 知 , ac; 和 2 有 相同 的 4- 分 量 . 因此 ,由 (16) 
式 便 有 - 
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(17) A; = dei, 


这 就 证 明了 (12)。 如 果 令 “遍及 整个 环 o, 则 a; 遍历 左 理想 
5。 因此 再 
(18) {, = 0e,, 
在 (17) 中 命 一 ce， 了 得 
(19) ei 一 ef 
在 (17) 中 命 a 一 ck， 则 得 
(20) 0 = eres (Rk 2), 
这 就 证 明了 断言 4, 3 和 人. 
如 条 象 413) 中 所 作 的 那样 , 命 
(21) ec 一 cl 十 …' 十 ec 
则 由 (17) 可 得 


(22) 6 一 Ciel 十 …' 十 ae 一 di 十 …'， 十 cu 一 4 
这 就 是 说 , 。 是 b 中 的 右 单位 元 。 因此 我 们 只 要 证 明 。 同时 也 是 
左 单位 元 就 行 了 . 
元 素 a 一 ea 组 成 一 个 右 理想 t。 对 任意 元 素 5 我们 有 2e = 
5, 因此 
ba en) ba be ba ha) 
特别 由 此 可 得 
(a—ea) = 0., 
因此 上 为 一 幕 零 雹 理想， 根据 定理 6， 它 应 包含 在 松 之 站 ， 也 
就 是 说 ,应 等 于 零 ， 因 此 对 一 切 < 有 
z — ea = (0, 
亦 邮 。 为 左 早 位 元 ， 
如 果 一 个 环 作为 左 模 来 看 是 完全 可 约 的 ， 即 能 表 成 一 点 单 左 
理想 的 直 和 ,那么 就 称 它 为 一 个 去 完 全 可 约 环 。 这样 ,我 们 就 司 以 


“043 。 


把 定理 11 和 定理 12D 归 并 在 一 起, 而 得 到 下 面 的 结论 : 

每 个 满足 左 理 想 极 小 条 件 的 半 单 环 是 堪 完全 可 约 的 ， 并 且 具 
有 单位 元 。 

这 个 定理 的 逆 也 成 立 : 

定理 13. 每 个 具有 右 单位 元 的 去 完全 可 约 环 是 半 单 的 ,并 且 
满足 左 理想 极 小 条 件 。 

证 ， 设 
(23) 0 二 了 十 …… 十 1 
为 将 。 表 成 单 左 理想 直 和 的 分 解 。 如 果 命 8; 开除 4 之 外 其 余 各 
个 4 之 和 , 则 有 o/8; 兰 55 因而 & 为 一 极 大 左 理想 . 设 。 为 的 右 
单位 元 , 则 对 一 切 a Eo 有 ae 二 a, 因此 每 个 8; 都 是 范式 理想 , 根 
据 §141, 理想 8; 的 交 为 {0}, 因 此。 为 半 单 环 , 

由 $ 49 可 知 , 。 具有 一 个 长 度 为 ”的 合成 列 。 根据 $48, 对 
每 个 左 理 想 1 都 可 找到 一 个 合成 列 ， 使 之 以 1 为 一 项 . 合成 列 中 
由 1 到 {0} 的 截 段 之 长 度 为 m 过 zx， 这 个 数 m 称 为 左 理想 {的 长 
度 . 【的 一 个 真子 理想 f 的 长 度 必 小 于 1 的 长 度 , 因为 我 们 可 以 作 
出 1 的 一 个 合成 列 ， 使 之 以 了 为 一 项 ， 在 任何 一 个 左 理想 的 非 空 
集合 中 都 有 一 个 长 度 最 小 的 左 理想 1', 这 样 一 个 左 理想 就 是 该 
集合 中 的 极 小 左 理 想 ， 因 为 7' 的 真子 理想 !” 的 长 度 将 会 来 得 更 
小 。 因 此 , 环 。 中 左 理想 的 极 小 条 件 成 立 . 


$ 149. 双边 分 解 与 中 心 分 解 


在 $148 中 我 们 已 经 研究 了 在 某 些 假设 之 下 将 环 。 分 解 成 堪 
理想 直 和 的 问题 ， 现 在 让 我 们 来 看 一 者， 关于 环 。 分 解 成 双边 理 
想 直 和 的 问题 ， 

定理 14。 如 果 一 个 具有 单位 元 的 环 。 能够 表 成 一 些 不 能 再 
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作 双 边 直 分 解 的 非 震 双 边 理 想 的 直 和 : 
(1) 0 一 十 .… 十 ao， 
那么 这 此 双边 理想 0 是 唯一 确定 的 ， 
证 。 如 朱 我 们 有 万 一 分 解 
0 一 (十 …， 十 (oo 
则 
0 一 0 = (MC Ws M1). 
由 于 
ac Ca ac Ca， 
故 上 式 右 端的 和 是 一 个 直 和 , 可 是 “ 是 不 能 再 作 双边 直 分 解 的 ， 
故 乘 积 ne 除去 其 中 的 一 个 〈 艾 如 说 a10) 之 外 均 应 为 零 . 这 样 一 
米 , 研 有 


一 MC 二 -01 。 
由 同样 的 推理 可 知 , a， 反 过 来 应 包含 在 某 个 4 6 之 内 .因此 有 
了 


由 此 即 得 :一 和 0 一 0 因此 每 个 c 都 等 于 某 个 i 

对 单 边 直 分 解 来 说 ， 这 标的 唯一 性 定理 不 成 

现在 我 们 证 明 : 

如 果 5 是 双边 理 朴 Qj 的 直 和 , 则 0 的 中 心 3 是 环 9; 的 中 心 3， 
的 直 和 : 

3=3 二 "十 3,， 
证 ， 设 z 一 2 十 … 十 zs 为 ?的 一 个 中 心 元 素 而 x* 二 x 十 
… 十 xx 为 "中 任意 元 素 , 则 由 zx 一 xs 可 得 

(2) siXi 十 … 十 soxa=z X21 十 .十 Xi ， 
由 此 即 知 zjx; 一 xjz; 对 @ 中 一 切 ”成 立 , 也 就 是 说 ，x; 属于 a 的 
中 心 . 反之 ,如 果 每 个 z; 都 属于 & 的 中 心 ， 则 (2) 对 一 切 * 成 立 ， 
因而 有 xx 一 xz, 如 > 属于。 的 中 心 . 
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上 面 这 些 论证 对 任意 环 "成立 .现在 我 们 假定 。 是 半 单 的 ， 
并 且 满 足 左 理想 极 小 条 件 ， 这 时 。 是 左 完 全 可 约 的 : 


(3) 0 一 1 十 … 十 1 
并 有 时 位 元 
(4) ee 一 cl 十 …' 十 era (ce; € 1 )， 


议 a 为 "中 双边 理想 , 则 每 个 ae 是 包含 在 46 中 的 一 个 左 理想 。 央 
此 ae; 或 者 等 于 1 或 者 等 于 {0} .我 们 可 以 这 样 地 排列 诸 4 的 顺 
序 ,使 得 
Qe 一 0 en 一 Taco = {0}, ac, 一 {10}， 
这 时 1,…, 1 包含 在 a 内 ,因而 4 十 … 十 包含 在 a 内 .a 中 的 
征 个 元 素 a 等 于 
a 二 de 二 adel 十 :十 de,，。 
人 在 这 个 和 中 aemr，***， aes 等 于 零 , 因 而 整个 和 可 缩 成 
2 一 6el 十 .…' 十 Ce， 
因此 有 a 全 4 十 .… 十 1,, 即 有 
(5) OG 二 上 十 …:. 二 1， 
用 文字 表述 出 来 ,这 就 是 说 : 
每 个 双边 理想 a 都 是 菜 些 个 匡 的 和 。 
对 于 那些 出 现 于 (5) 中 的 4 来 说 ,我 们 有 
al = QV0es 一 Qe 一 了， 
与 此 相反 ,对 于 那些 不 出 现 于 (5) 中 的 来 说 ， 
alk 一 qoe, 一 ge, 一 {0}. 
一 由 此 可 见 ， 出 现 于 (5) 中 的 那些 4 可 以 由 这 样 一 个 性 质 来 刻 
划 , 即 它们 不 被 a 所 零 化 : 
ar 3e {0}, ~ 
如 采 某 一 个 上 有 这 种 性 质 ， 那 么 一 切 算 子 同 构 于 4 的 5 也 有 
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性 质 af 和 {0}。 因此， 与 二 同时 出 现 见于 《57 中 的 还 有 一 习 - 它 算 
子 同 构 的 1 

现 设 4,，，… ls 同 构 于 0, 而 其 余 的 4 不同 构 于 4， 那么 我 们 可 
以 断定 : 

0 一 了 十 "十 ft。 是 一 个 双边 理想 ， 

证 . 对 任意 4&0 我 们 有 

Ab 一 ape 一 ac 十 .十 ce) 
C (aipel aibe abce，) 
C(0 .10 0) 一 

因此 是 一 个 右 理想 ， 从 而 是 一 个 双边 理想 . 

按照 这 一 方式 、 由 诸 1; 的 每 一 个 彼此 同 构 的 类 可 作出 一 个 双 
边 理 想 a;。 设 所 作出 的 双边 理想 为 1, 9 ………, 9,. 

注意 每 个 双边 理想 a 都 可 表 成 一 个 形 如 (5 ) 的 直 和 ,并 且 如 果 
这 个 和 含有 某 一 f。 那么 它 也 含有 一 切 与 它 同 构 的 6. 因此 我 们 有 
下 面 的 结论 : 

每 个 双边 理想 0 都 是 双边 理想 a，.….。o 中 某 些 个 的 直 和 . 
后 省 为 0 中 的 极 小 双边 理想 。 环 0 可 表 成 这 些 ok 的 直 和 : 
(6) 0 一 和 十 … 十 9 

最 后 一 项 新 言 可 由 (3) 直 接 得 出 . 

根据 $141, 诸 a ee 
(7) ao 二 {10}， 对 i 妆 外 

由 (6) 和 (7) 可 以 看 出， 还 的 每 个 左 或 右 理想 同时 也 是 。 的 
左 或 右 理想 ， 对 于 左 理想 【来 说 ,这 一 点 可 以 证 有 明 如 次 : 

ol 一 (al 十 … 十 ajl 
C (ql, .ai 
CSC (0, “Ql, 0，.…，， 0) EL. 
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对 右 理 想 也 可 以 同样 地 证 明 . 因此 , a; 中 的 每 个 双边 理想 都 是 。 

中 的 双边 理想 .可 是 a; 是 o 中 的 极 小 双边 理想 ,从 而 oj 中 除了 

和 {0} 之 外 不 会 再 有 其 它 双边 理想 。 因此 a; 是 一 个 具有 单位 元 e; 

的 蛙 环 .。 这样, 我 们 就 得 到 了 ， 
定理 15。 每 个 满足 左 理想 极 小 条 件 的 半 单 环 都 是 一 些 具 有 

单位 元 的 单 环 的 直 和 ， 

对 于 代数 5 来 说 ,这 就 是 4$ 146 中 所 提出 的 书 德 伯 恩 定理 的 头 
现在 我 们 研究 具有 单位 元 的 单 环 . 


$ 150, 单 环 与 本 原 环 


假设 。 是 一 个 具有 右 单位 元 e 的 单 环 : 
(1) ae 一 4 对 一 切 a。 

方程 (1) 表 明 , 零 理想 是 一 个 范式 左 理 想 , 因此 ,根据 $ 146 定 
理 3, 在 。 中 可 找到 一 个 范式 极 大 左 理想 8 关 0。 同 余 类 模 o/8 是 
一 个 单 模 ， 因 而 给 出 。 的 一 个 不 可 约 表 示 . 这 个 表示 的 核 是 一 双 
这 理 起 第， 根据 $ 146 中 的 式 (5), 节 包 含 在 之 内 ,因而 有 了 半 
0。 由 于 6 为 单 环 , 政 必 有 第 二 {0}, 也 就 是 说 ,由 o/& 所 给 出 的 表 
示 是 忠实 的 . : 

如 果 一 个 环 具 有 一 个 忠实 的 不 可 约 表示 ， 我 们 就 说 它 是 一 个 
本 原 环 ， 这 样 , 我 们 就 有 : 

定理 16. 具有 单位 元 的 单 环 是 本 原 环 ， 

现在 让 我 们 来 看 一 看 ,这 个 定理 的 逆 命题 是 否 成 立 . 

设 。 是 一 个 本 原 环 , 而 听 是 一 个 单 o- 模 ， 它 给 出 o 的 一 个 忠 
实 表 示 . 设 * 是 叭 中 一 个 不 被 。 所 零 化 的 元 素 , 则 oz 将 是 对 的 一 
个 子 模 ,并 且 是 不 等 于 零 的 ， 因 此 on 应 等 于 趾 。 由 x 一 xx 可 定 
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义 o 到 跑 之 上 的 一 个 同 态 ， 它 的 核 是 。 中 的 一 个 左 理想 &，。 同 余 
类 模 o/& 同 构 于 吸 , 因而 是 一 个 单 横 。 由 此 可 知足 为 一 极 大 左 理 
想 。 由 于 ow 一 观 , 故 * 本 喘 可 表 成 cw 的 形式 ;: 

由 此 可 得 ax = acu 对 5 中 一 切 a 成 立 ， 因 此 ,元素 4 和 ac 
在 对 应 x 一 xz 之 下 被 映 成 驶 中 同一 元 素 。 由 此 即 得 

a = 4Cc(CR)， 

这 王 是 说 ,& 是 一 个 范式 左 理想 . - 

因为 同 构 洋 of/£ 成 立 ， 由 中 所 给 出 的 表示 与 由 of/ 所 给 
出 的 表示 等 价 。 这 一 表示 的 核 是 双边 理想 : 

: $B = Lo, 
可 是 我 们 所 竹 虑 的 表示 是 忠实 的 ,所 以 应 有 各 一 {0}. 根据 $ 146 
定理 1, 环 。 的 根 抽 包含 在 和 之 内 ,因此 有 员 一 {0}。 这 就 是 说 ， 
环 0 是 半音 的。 这 样 一 来 ,我 们 就 有 : 

定理 17. 本 原 环 5 是 站 单 的 ， 

在 这 个 证 朋 的 第 一 部 分 中 ， 表 示 的 忠实 性 尚未 充分 利用 .所 
用 到 的 只 有 模 呀 的 单 性 以 及 并 非 对 中 一 切 元 素 均 被 。 所 零 化 这 
一 事实 。 因 此 ,对 任意 环 "下面 的 定理 成 立 

定理 18. 每 个 不 被 o 所 零 化 的 单 o- 模 叫 同 构 于 o 对 某 个 范 
式 极 大 左 理想 全 的 同 余 类 模 o/8, 如 果 由 吕 所 给 出 的 表示 的 核 为 
和 P, 则 根 员 包含 在 绅 内， 也 就 是 说 器 中 每 个 元 素 在 这 个 表示 下 被 
陕 成 鹤 ， z 

现在 让 我 们 仍旧 回 到 本 原 环 上 来 ， 如 果 假 定 环 o 满足 左 理想 
极 小 条 件 , 那 么 由 。 的 半 单 性 可 知 ,o 可 表 成 一 些 极 小 左 理想 的 直 
各 : 

5 一 十。， 十 1， 
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至 少 应 有 一 个 1 不 包含 在 全 之 内 ,因为 不 然 的 话 , 和 0 一 1 十 
…' 十 1, 将 会 包含 在 8 内 ,而 这 是 不 可 能 的 。 对 这 样 一 个 上 来 说 ， 
和 (ti, 8) 应 等 于 。, 因为 & 是 极 大 理想 ; 而 交 4 ng 应 为 零 , 因 
为 占 是 极 小 理想 。 因 此 我 们 有 同 构 关系 : 

of/ 兰 了， 

这 就 是 说 , 模 哎 同 构 于 一 个 极 小 左 理想 5， 而 由 锅 所 给 出 的 
表示 同 构 于 由 上 所 给 出 的 表示 ， 

根据 $ 149,。 是 一 些 双 边 理想 a, 的 直 和 ， 这 些 双边 理想 。 除 
了 其 中 的 一 个 之 外 ， 在 由 1 所 给 出 的 表示 下 都 应 被 映 成 零 ， 由 表 
示 的 忠实 性 可 知 , 只 可 能 有 一 个 a,, 也 就 是 说 ,本身 是 一 个 具有 
单位 元 的 单 环 .。 这样 我 们 就 有 : 

定理 19。 每 个 满足 左 理想 板 小 条 件 的 本 原 环 是 单 环 ,并 且 具 
有 单位 元 ， 

定理 16 和 定理 19 结合 在 一 起 表明 ， 对 于 满足 左 理想 极 小 条 
件 的 环 ,特别 对 于 代数 来 说 ,“ 本 原 * 和 “ 单 且 具有 单位 元 ”这 两 个 性 
质 是 彼此 等 价 的 . 

雅 各 布 森 深入 地 阁 明 了 一 般 本 原 环 ( 邑 不 附加 极 小 条 件 ) 的 结 
构 。 每 个 本 原 环 。 可 如 此 地 嵌入 一 个 向 量 空间 的 线性 变换 环 9 中 
去 ,使 得 "在 9 中 一 种 完全 确定 的 拓 朴 结构 之 下 以 中 为 闭 包 D 这 
里 我 们 只 构造 出 这 样 一 个 向 量 空间 ,并 证 明 。 可 以 嵌 进 中 中 去 

在 这 一 构造 中 o- 模 的 自 同 态 环 起 着 非常 重要 的 作用 _o- 模 呀 
的 自 同 态 工 就 是 对 到 它 自身 之 内 的 一 个 映射 , 它 具有 性 质 . 
(2) Ll(#+v)= Lut Ly, 
(3) Llau) = a(Lu), 


1) N, Jacobson, Structure of Rings (1956) 第 匡 童 ， 
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性 质 (3) 说 明 , 映射 工 和 由 驱 所 给 出 的 表示 一 4 中 的 变换 
4 可 交换 : 
LA 二 4L， 对 一 切 4A， 
如 果 路 还 带 有 另外 一 个 算 子 区 8, 那么 除了 (2) 和 (3) 之 外 ， 
我 们 还 要 求 
(4) L(u8) = (Lu)p 
对 Q 中 一 切 8 成 立 ， 举例 来 说 ,如 果 8 为 一 体 , 而 呀 是 这 个 体 上 
的 向 量 空间 , 则 性 质 (2),(3) 和 (4) 说 明 , 自 同 态 工 是 钢 的 线性 变 
换 , 并 且 这 个 线性 变换 和 表示 a -> 4 中 的 一 切线 性 变换 可 交换 . 
如 果 象 $ 45 中 所 作 的 那样 ,定义 自 同 态 的 和 与 积 : 
(LM)u= Lat Mu, 
(LM)u 一 了 (Me )， 
则 自 同 态 的 全 体形 成 一 环 , 即 模 听 的 去 自 同 态 环 。 
在 下 文中 将 会 看 到 ,将 自 向 态 写 成 右 算 子 4, x,，……, 并 由 
uh) = (un) 
来 定义 它们 的 乘积 。 经 常 是 比较 方便 的 ， 采 用 这 种 写法 时 ,代替 
(2),(3),(4) 我 位 有 


(5) (4 十 v1 二 十 vh 
(6) (au)h 一 ax) 
C7) Cup) = (ul)8, 对 pe. 


右 自 同 态 也 组 成 一 个 环 ， 即 o- 模 咒 的 右 自 同 态 环 。 在 本 节 
以 及 下 一 节 中 讲 到 一 个 模 的 自 同 态 环 时 , 指 的 都 是 右 自 同 态 环 . 右 
自 同 态 环 和 左 自 同 态 环 反 同 构 . 这 就 是 说 ,每 个 左 自 同 态 二 有 一 个 
唯一 的 右 自 同 态 ) 与 之 相对 应 ,与 和 工 十 M 相对 应 的 是 和 7 十 bs 
而 与 积 LM 相对 应 的 则 是 相反 的 积 4. 

单 b- 模 的 自 同 态 环 是 一 体 政 ， 
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目 同 态 环 目 然 具有 单位 元 ,这 就 是 神 的 恒 等 自 间 构 .。 因 此 我 
们 只 要 证 明 , 每 个 和 目 同 态 14 0 有 一 逆 ! 即 可 . 自 同 态 4 将 蚤 映 
成 一 个 子 模 2X4， 如 果 4 关 0, 那么 这 个 子 模 不 会 是 零 子 模 , 因而 
必须 等 于 时 .被 4 映 成 0 的 元 素 的 集合 也 是 对 的 一 个 子 模 。 如 
果 4 0, 那么 这 一 于 模 不 会 等 于 叫 , 因而 必须 等 于 零 模 ， 这 样 ， 
目 辣 态 2 践 把 同 构 地 映 成 其 自身 ,因而 它 有 一 个 逆 自 同 构 4 
这 就 证 有 明了 上 述 断 言 ， 

体 民 称 为 单 模 味 的 自 同 态 体 ， 由 于 KK 的 单位 元 4, 是 单位 
算 于 ,所 以 是 KK 上 的 向 量 空间 . 设 “为 "中 的 元 素 , 则 因为 

az + v) = au + av, 
a(u4) = (au)h, 
所 以 a 诱导 出 向 量 空间 骂 的 一 个 线性 变换 4， 对 应 4a -> 4 是 一 
个 还 同 态 。 如 果 这 一 表示 是 忠实 的 ， 则 对 应 a -> 4 为 一 同 构 , 这 
时 环 5 就 被 谋 进 向 量 空 间 吸 的 线性 变换 环 9 中 去 了 . 

如 朱 辐 量 空 间 亚 在 用 上 具有 有 限 维 数 ,那么 可 以 证 明 , 经 过 
庶 人 之 后 , o。 充满 整个 环 9。 当 维 数 无 限时 ， 这 一 事实 不 再 成 立 ， 
可 十 还 古 能 够 证 明 ， 存 在 这 样 的 线性 变换 4, 它 把 任意 一 组 给 定 
的 线性 无 关 向 量 w…, w 贞 成 任意 一 组 向 量 v,，: .wv,,。 证 明 可 
参看 雅 各 布 森 的 书 ， 

习题 .1. 在 环 "的 一 个 完全 可 约 表示 之 下 , 大 根 届 永远 被 里 成 办 

2。 如 末 一 个 单 环 不 是 本 原 环 ,那么 它 只 能 是 那样 的 一 个 加 法 单 群 ,其 中 
所 有 乘积 ob 均 为 零 . 加 
3。 人 不 其 有 单位 元 的 单 代数 必定 是 一 个 一 维 向 量 空间 a.P, 其 中 a? = 0. 


$ 151. 直 和 的 自 同 态 环 
信 半 一 路 十 … 十 台 , 是 = 个 单 模 的 直 和 。 我 们 要 对 模 
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中 的 自 同 态 环 加 以 研究 ， 

如 果 把 路 中 的 一 个 元 素 « 分 解 成 它 的 只 一 分 量 : 
(1) 二 i 十 十 tn， z 
那么 每 个 对 应 x 一 wi 都 是 对 的 一 个 自 同 态 #1。 这 些 目 同 态 的 和 
就 征 的 单位 目 同 构 。: z : 
(2) 上 一 Ai 十 。%…v' 十 

这 样 一 来 ,每 个 目 同 态 上 都 可 作 如 下 的 分 解 : 

= i = (DD i) 


一 人 >， katiki, 
ht 
如 果 命 
(3) Kattki; — Hpi 
则 有 / 
(4) 2 一 > hie 
a, 


每 个 自 同 态 jw 将 9y 映 成 咒 ;, 而 将 所 有 其 余 的 WACX 关 如 ) 
映 成 零 。 因此 我 们 可 以 说 , pewi 是 从 9 到 味 ; 的 一 个 同 态 ，(4) 
中 2 个 同 态 pw; 是 可 以 任意 选取 的 ,它们 的 和 给 出 吕 的 一 个 自 同 
态 4, 并 且 每 个 都 可 以 用 这 种 方式 得 出 ， 将 & 表 成 从 咒 ; 到 鹃 ， 
的 同 态 pw; 之 和 的 分 解 是 唯一 的 , 因为 将 (4) 式 左 乘 es, 右 乘 & 就 
可 立即 得 出 (3). : 

如 采 KL > 22 和 vy 一 vii 是 了 的 两 个 目 同 态 ， 那么 很 容 
易 作 出 它们 的 和 与 积 。 这 里 只 须 注意 , 当 i 关 j 时 pv 等于零， 
这 样 便 有 z : 
(5) Kiyo= 之 ， (wp; + 91i) 


(6) Hr 之 (5 pivit ). 
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同 态 ws 可 以 排 成 一 个 方 阵 (pi 的 形式 。 这 样 一 来 ， 每 个 月 
同 态 4 都 有 一 个 由 同 态 ww 构成 的 方 阵 与 之 相当 ， 而 后 者 征 可 以 
任意 选择 的 。 根据 (5), 与 和 zw 十 > 相当 的 是 两 个 方 阵 之 和 ,而 据 
(6), 与 积 pv 相当 的 是 两 个 方 阵 的 积 . 

一 般 说 来 , 辣 态 wsi 中 有 许多 是 等 于 零 的 。 事 实 上 ,我 们 有 下 
万 的 定理 : 

如 果 Ws 被 同 态 地 映 入 陆 ;, 而 这 个 同 坊 映 射 不 是 零 映射 ,于 
么 它 必 是 Ji 到 Si 之 上 的 一 个 同 构 ， 

证 . 同 态 映射 的 核 是 法; 的 一 个 子 模 . 因此, 如 果 趾 , 不 全 
喘 成 符 的 话 , 这 个 核 应 等 于 10}。M; 的 像 是 对 ;中 的 一 个 子 模 , 因 
紫 , 如 末 这 个 像 不 为 10} 的 话 , 它 应 等 于 整个 9,. 

由 这 个 定理 推出 , yw 一 0, 除非 9; 兰 叉 ;,， 现 在 我 们 把 各 个 
模 对; 分 成 一 些 彼此 同 构 的 类 ， 并 且 给 它们 作 如 此 的 编号 ， 使 得 
六 ,了 彼此 同 检 ， Dr * 3 ot 役 此 同 构 , 余 类 推 . 这 
样 一 来 , 方 阵 (j4i) 就 显然 分 裂 成 一 些 9, +,，.… 阶 方块 , 而 这 些 方 
决 之 外 的 系数 全 为 零 : 


蚊 生生 半生 者 


Matr,ati’ "Hgtr,at+r 


如 霖 在 第 一 个 方块 中 写 上 任意 的 元 素 ， 而 在 所 有 其 余 的 方块 
中 号 上 零 ， 那么 我 们 就 得 出 一 个 方 阵 环 已 , 它 是 原 有 方 阵 环 下 的 
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子 环 。 同样 ,如 果 除 第 二 个 方 顽 之 外 ， 在 所 有 其 余 位 置 都 写 上 零 ， 
那么 便 可 得 到 一 个 环 PE， 余 此 类 推 ， 显 然 , 下 中 的 每 个 元 素 可 唯 
一 地 表 成 马 , 也 … 中 的 元 素 之 和 ， 并 且 E,, E,,.… 中 的 元 素 相 
互 零 化 。 这 就 是 说 , 环 瑟 是 一 些 彼 此 相互 零 化 的 环 蕊 ,,， 下;，... 的 
直 和 ， 

这 样 一 来 ,为 了 弄 清楚 下 的 结构 ， 只 要 研究 每 个 单个 的 EE; 就 
行 了 。 上, 中 的 每 个 元 素 有 第 一 个 方块 中 的 4 阶 方 阵 


Wr pio 
(7) | : 
Kal Wag 
与 之 相对 应 ， | 
ta 是 的 月 同 态 体 K, 中 的 一 个 元 素 . 其 余 的 /好 不 属于 
这 一 体 ,而 是 gm 到 器; 的 同 态 ， 可 是 我 们 可 以 把 这 些 同 太一 对 一 
地 映 畦 到 K&, 的 元 素 上 去 .其 办 法 如 下 : 取 4 个 固定 的 同 构 
ts + ps 
它们 分 别 把 骂 .，……， WN 映 成 咒 ,, 其 中 我 们 取 p 为 咒 , 的 恒 等 
自 同 构 ， 对 每 个 pi, 我 们 命 元 素 
(8) hs = pet 
与 之 相对 应 . 这 样 一 个 元 素 是 属于 K, 的 ,因为 uz! 将 钢 , 映 成 观 ,， 
psi 将 其， 映 成 流 ;, 而 wi 将 观 ; 映 成 Wh,， 显然 ,与 和 Ai 十 v4; 相 
对 应 的 将 是 两 个 元 素 之 和 , 而 与 (6) 中 出 现 的 那 种 乘积 wiizix 相对 
应 的 将 是 两 个 元 素 之 积 。 这 样 一 来 ,每 个 方 阵 (7) 都 有 一 个 系数 层 
于 下 ,的 方 阵 与 之 相对 应 ,和 对 应 于 和 , 积 对 应 于 积 ， 这 就 是 说 , 环 
上 , 辣 构 于 系数 属于 体 KK, ( 单 模 路, 的 自 同 构 休 ) 的 4 阶 全 阵 环 . 
忌 结 以 上 所 述 ,我 们 得 到 z 
目 同 访 环 的 结构 定理 . 一 个 完全 可 约 模 串 的 目 同 态 环 是 体 
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KK, 上 的 全 阵 环 下, 的 直 和 ， 
$ 152. 半 单 环 与 单 坏 的 结 #5 构 定 定理 


我 们 从 一 个 其 有 石 单 位 元 e: 
ae 一 4， 对 一 切 a， 
的 环 " 出 发 。 将 看 成 一 个 以 本身 为 左 算 子 区 的 模 ， 并 设法 决 
定 这 个 模 的 自 闻 态 . 这 年 一 个 “是 水 "到 已 月 身 之 站 风 一 个 由 
对, 它 县 有 性 质 : 
(a t+ b= a + br, 
Cab) 一 albr). 
当 5 = 二。 有 时 ,后 一 性 质 给 出 
~ av = a(er). 
因此 ， 目 同 态 上 可 忆 用 环 5 中 的 一 个 元 素 4 = ex 去 作 右 导 
而 得 出 。 肥 之 ,每 个 这 样 的 右 乘 都 是 一 个 自 同 态 : 
(a + 6b)d= ad + bad, 
《ab)a = a(bd). 
因此 , 目 同 态 & 与 环 元 素 4 一 一 对 应 ,并 且 和 对 应 于 和 ， 积 对 
应 于 积 。 这 样 就 得 出 了 下 面 的 结论 : / 
如 系 把 一 个 具有 右 尝 位 元 的 环 " 看 成 以 0 为 左 算 子 区 的 
模 ,那么 这 个 寞 的 右 自 同 态 环 同 构 于 环 o。 本 身 ， 
作为 这 一 定理 的 应 用 ， 让 我 们 决定 一 个 满足 左 理想 极 小 条 件 
的 半 蛙 环 的 结构 。 根据 $ 148 《定理 11), 这 样 一 个 环 是 一 些 单 左 
理想 的 直 和 : : : 
(1) 0 一 1 十 …v 十 了， 
根据 $151, 这 样 一 个 直 和 的 自 同 态 环 万 是 某 些 体 上 的 全 阵 环 的 
直 和 。 为 一 方面 ,根据 $ 148, 环 。 具 有 单位 元 。 因 此 我 们 有 
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半 单 环 的 结构 定理 ， 每 个 满足 鼎 理想 极 小 条 件 的 半 单 环 同 
构 于 某 些 体 上 的 全 阵 环 的 直 和 . 

如 果 环 。 是 单 环 ， 那 么 在 这 样 一 个 直 和 表示 中 只 能 有 一 个 全 
阵 环 出 现 . 因此 有 单 环 的 结构 定理 如 下 : 

每 个 具有 单位 元 且 满 足 左 理想 极 小 条 件 的 单 环 同 构 于 一 个 体 
锥 上 的 全 阵 环 外。. 

这 里 方 阵 的 阶 数 x 等 于 分 解 式 (1) 中 左 理想 的 个 数 。 由 于 。 
是 单 环 ,所 有 1 彼此 同 构 ， 体 区 就 是 其 中 一 个 4 的 自 同 态 体 . 

特别 , 如 果 。 是 某 一 域 P 上 的 单 代数 ， 那 么 P 中 的 元 素 P 诱 
导出 左 理 想 1; 的 自 同 态 * -> xp, 因此 我 们 可 以 把 P 嵌 进 自 同 态 
体 政 中 去 ， 其 次 ,对 于 玫 中 每 个 自 同 态 1。 我 们 有 

(xp)1 一 (xz1)6， 

因此 8 和 区 中 每 个 4 可 交换 ， 亦 即 P 包含 在 下 的 中 心 之 内 ， 由 
于 全 阵 环 KK, 在 P 上 的 秩 是 有 限 的 , 故 必 在 P 上 有 有 限 秩 ， 也 就 
是 说 , K 是 P 上 的 一 个 可 除 代 数 . 这样 我 们 就 得 出 了 

韦 德 伯 恩 定理 、 每 个 具有 单位 元 的 单 代数 都 同 构 于 一 个 可 
除 代 数 上 的 全 阵 环 ， 

下 面 每 当 我 们 谈 到 单 代数 的 时 候 ， 指 的 都 是 具有 单位 元 的 单 
代数 ， 因 而 可 以 看 作 一 个 可 除 代 数 上 的 全 阵 环 .单位 元 。 的 倍 元 
eB 水 远 和 王 中 的 元 素 6 相等 同 . 


习题 . 1. 体 上 全 阵 环 的 直 和 是 半 单 环 。 
2. 体 上 的 全 阵 环 是 单 环 和 本 原 环 . 


$ 153. 代数 在 基 域 扩张 下 的 动态 


议 所 是 基 域 PP 上 的 一 个 半 单 代数 . 我们 要 研究 的 是 , 当 基 域 
上 扩张 成 一 个 扩 域 4 时 ,代数 站 将 受到 怎样 的 影响 ; % 的 电 些 性 质 
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仍旧 保持 不 变 ， 哪 些 性 质 将 会 消失 ? 我 们 的 研究 是 按 如 下 的 程序 
来 进行 的 : 先 设 [为 一 域 ,再 设 它 为 一 可 除 代数 ,其 次 再 设 它 为 一 
单 代 数 ， 最 后 才 设 它 为 一 般 的 半 单 代数 ， 每 次 都 是 把 下 一 个 较为 
复 涵 的 情 志 上 另 结 为 前 面 较为 简单 的 情况 。 押 芳 虑 的 环 都 假定 共有 
单位 元 . 

1. 如 果 虹 是 也 的 一 个 有 限 可 分 扩 域 ,那么 不 论 护 域 人 怎样 先 
择 , 34 总 是 无 根 的 . 反之 ,如 果 针 是 不 可 分 的 ,那么 可 以 适当 地 选 
择 A, 使 得 %4 有 根 ， 

证 . 设立 是 可 分 的 , 6 为 所 的 一 个 本 原 元 ($ 43), p(z) 为 以 
0 为 零点 的 不 可 约 多 项 式 . 如 果 gp(z) 的 次 数 为 a, 那么 根据 $ 35 
我 们 有 

2 一 PP 十 OP 二 .…. 十 96-P<=Plz]/(o(z))， 
因而 当 基 域 扩张 成 A 时 有 : 
= A+0OA+t.…. + 0 A Als]/(p(s)). 

由 于 p(s) 在 4[z] 中 也 不 会 有 重 因 子 ， 故 在 A[z] 中 不 可 能 
找 出 这 样 一 个 多 项 式 f(x) 来， 使 得 f(z) 的 一 个 宕 三 0 (q(x))， 
而 f(z) 本 吴 关 0(9(z))。 这 就 是 说 ,在 A[z]/(q(z)) 中 ,除了 零 
元 素 之 外 , 没有 朝 零 元 . _ 根据 $ 148 定理 8, 的 根 全 由 朝 零 元 组 
成 . 没有 寡 夫 元素 ,所 以 根 应 为 夫 也 
就 是 说 , WL 是 一 半 单 代数 . 

反 过 来 , 如 果 扫 是 不 可 分 的 ,而 0 是 的 一 个 不 可 分 元 素 ， 则 
2 有 子 域 C9), 而 有 子 代数 AC9). 和 前 面 一 样 ,后 者 是 同 构 于 
A[zj/(qp(z)) 的 。 适 当地 选择 4, 可 使 p(z) 在 A 中 有 重 根 , 因而 
在 Alz] 中 可 找 出 一 个 多 项 式 f(z) 来 , 它 本 身 不 能 被 p(x) 整除 ， 
向 它 的 一 个 窜 能 被 p(z) 整除 ， 因此 在 A(z)/(qy(z)), 从 而 在 与 
之 同 构 的 A(9) 中 可 以 找 出 一 个 不 等 于 零 的 宕 零 元 来 ， 这 个 宕 零 
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元 生成 ML 中 的 一 个 宪 零 元 理想 ,因为 在 一 个 交换 环 中 每 个 医 零 元 
都 能 生成 一 个 窜 零 元 理想 。 这 就 证 明了 我 们 的 定理 ， 

由 于 % 和 4 的 地 位 是 相互 可 易 的 , 故 本 定理 的 第 一 部 分 可 以 
改 述 如 下 : 如 果 域 站 和 A 中 至 少 有 一 个 是 忆 的 有 限 可 分 扩张 , 则 
半 X 人 是 半 单 的 。 由 于 XX 4 除了 是 半 单 代数 之 外 还 是 可 交换 
的 , 故 所 $142, A Xx 4A 是 域 的 直 和 ， 

2. 现在 让 我 们 开始 芳 虑 双 为 一 体 疏 的 情形 , 在 下 面 的 过渡 定 
理 的 基础 之 上 ,可 以 把 这 一 情形 归结 为 可 交换 的 情形 : 

设 愉 是 下 上 的 一 个 体 , 其 中 心 忆 三 王 , 其 次 设 A 为 P 上 的 一 
小 代数 ,并 命 儿 一 改 X 4:3 一 乙 X 4, 则 办 中 每 个 双边 理想 a 都 
由 3 的 一 个 双边 理想 生成 . 

如 果 把 过 湾 定 理 稍 加 推广 ， 以 一 个 模 定理 的 形式 把 它 表 述 出 
来 , 它 的 意义 就 更 容易 看 清楚 : | : 

设 民 为 一 体 ， 它 具有 某 些 个 自 同 构 o; 设 叶 为 一 有 限 秩 下- 
模 : 

= aK. + zk 
通过 下 面 的 定义 
ozkRi 十 …， 十 gokv) 一 
gi(0k1) 十 十 soCoko)， 
KK 的 自 同 构 o 也 诱导 出 呀 的 自 同 构 。 现在 我 们 断言 ， 纲 的 每 个 
在 诸 自 同 构 o 作用 之 下 不 变 的 子 模 a 必定 有 这 样 一 个 区- 基 , 其 中 
每 个 基 元 素 在 诸 自 同 构 o 的 作用 之 下 不 变 ， 

证 设 (u,，… ww.) 为 a 的 一 个 KK- 基 . 根 据 $36, 我 们 可 以 添 
加 者 干 个 z;， 辟 如 说 wa ,za。， 把 这 个 基 补 充 成 为 法 的 一 个 
基 .。 这 样 一 来 ,WM 中 的 每 个 元 素 mod a 同 余 于 > .… zg 的 一 个 
线性 组 合 ,其 系数 属于 KK， 特别 对 i 二 1, 2,.…+ 有 
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Vv. TRY RE (mod a), 


此 二 fr 证 1 


如 位 


4 


l; = zi 一 之 CRY ki 
则 2 为 a 中 的 线性 无 关 元 素 , 事实 上 ， 如 果 1; 之 间 存 在 某 种 线性 
关系 , 则 xz1…… > 之 闻 也 将 存在 同样 的 线性 关系 ,而 后 者 是 线性 无 
天 有 的 。 因 此, 11,，…:, 1 构成 a 的 一 个 上 - 基 ， 现在 如 果 我 们 将 目 
同 构 o 之 一 作用 于 1;, 那么 就 有 


4 
(1) A 
这 个 ol; 仍 应 属于 a, 因而 必 等 于 原 有 诸 i; 的 一 个 线性 组 合 : 
(2) ol 一 卫 Le; -一 >, Si; 一 >, 旋 忆 人 >， 7YK Ch。 
1 rr 十 1 i 


比较 (1) 和 (2) 可 知 , 除 &; = 1 之 外 ,所 有 其 余 gj 二 0。 因 此 , ol 一 
1;。 证 毕 . 

为 了 从 这 个 模 定理 得 出 我 们 所 需要 的 过 渡 定 理 ， 只 要 令 模 定 
理 中 所 提 到 的 自 同 构 为 KK 的 全 部 内 自 同 构 上 -> prp-: 即 可 。 事实. 
上 ,如 果 我 们 以 8 去 作 政 x 4 中 的 元 素 的 变换 ,那么 对 zr, 十 … 
+ zak4 这 样 的 和 来 说 ， 这 一 变换 的 确 是 照 以 上 所 述 方式 起 作用 
的 : 它 使 得 每 个 x 不 变 而 将 ; 变 成 peip-:。 区 X 4 中 的 一 个 双 
边 理想 a 也 是 KK- 模 中 的 双边 子 模 ， 因 而 在 自 同 构 a -> pop! 之 下 
不 变 。 由 此 可 知 , a。 有 一 个 这 样 的 基 , 它 的 每 个 基 元 素 了 zj; 在 8 
的 作用 下 不 变 , 亦 即 系数 &; 属于 政 的 中 心 Z， 因 此 ，、 这 些 基 元 素 
属于 3 = Z x A， 过 渡 定 理 获 证 . 

附注 . 如 果 假 定 攻 在 P 上 有 有 限 秩 ， 那 么 将 4 换 成 任意 体 
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8 时 ,上 述 过 渡 定 理 仍然 成 立 。 事实 上 , 设 a 是 久 一 KK X 2 中 的 一 
个 双边 理想 , 则 a 在 8 上 和 吕 一 样 只 可 能 有 有 限 秩 ,因而 具有 一 个 
0 基 (a,，……, a;)。 如果 把 这 些 基 元 素 都 表 成 win; 这 种 形式 ， 那 
么 总 共 只 能 出 现 有 限 多 个 w;。 这 些 w; 张 成 的 一 个 有 限 子 模 4。 
我 们 可 以 把 模 定 理应 用 于 积 叶 二 KK x 4 及 其 子 模 a 人 n 统 , 从 而 
得 出 子 模 a 站 法 的 一 个 基 , 其 中 每 个 其 元 素 在 攻 的 一 切 内 目 间 构 
之 下 不 变 , 亦 即 属于 有 Z Xx 8.， 这 样 一 个 基 也 就 是 a 的 一 个 理想 基 , 

从 现在 起 ,我 们 假定 KK 和 4 为 P 上 的 可 除 代 数 ,或 PP 的 有 限 扩 
域 ， 从 过 渡 定 理 立 即 推 出 . : 

如 果 乙 X 4 是 单 代 数 ， 那 么 了 政 X A 也 是 单 代数 ， 如果 忆 Xx 
4 是 半 单 的 ,因而 可 以 表 成 若干 个 单 代数 的 直 和 ， 那 么 相 X 人 也 
是 同样 多 个 单 代数 的 直 和 ， 因 而 也 是 半 单 的 ， 
正如 区 可 以 用 它 的 中 心 来 代替 一 样 , 4 目 然 也 可 久 用 它 的 中 心 来 
代替 ， 因 此， / 

如 果 民 和 A 的 中 心 之 积 是 单 代数 或 半 单 代数 ， 则 民 X 4 也 
同样 是 单 代数 或 半 单 代数 。 特别 ,如果 这 两 个 中 心 之 中 有 一 个 在 
P 上 是 可 分 的 , 则 玫 XA4 是 半 单 代数 ， 

如 果 下 是 卫 上 的 中 心 代数 ， 即 乙 一 PP, 则 ZXxA4= 一 4 是 一 
可 除 代数 ,因而 是 单 的 。 因此， 

如 果 两 个 可 除 代数 匡 和 及 中 有 一 个 是 P 上 的 中 心 代数 ， 则 
民 Xx 4 是 单 代数 ， 

3. 由 可 除 代 数 过 渡 到 单 代数 , 即 过 渡 到 全 阵 环 二 KK, 是 很 容 
易 的 . 设 A 是 P 上 的 一 个 任意 的 体 ,我 们 有 

af X A=K,x A=KxP,x A(K x A)xP.,. 
因此 ,如 条 了 x 4 是 半 单 的 ,因而 是 一 些 全 阵 环 的 直 和 ,那么 为 了 
得 出 % x 4, 只 楼 用 P, 去 和 这 些 全 阵 环 去 作 积 ， 也 就 是 说 , 只 要 
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将 原 有 各 个 全 阵 环 的 阶 数 都 怨 上 ”就行 了 这 一 操作 并 不 影响 
K x 4 的 单 性 或 半 单 性 . 

二 KR, 的 中 心 等 于 下 的 中 心 Z 。 因此 我 们 有 以 下 的 定理 ; 

如 果 所 一 区 ,的 中 心 在 PP 上 是 可 分 的 , 则 拭 X 4 是 半 单 的 .如 
果 针 是 PP 上 的 中 心 单 代数 , 即 乙 二 了 P, 那么 不 论 可 除 代数 4 如 何 ， 
2 X A 及 党 代数 ， 

由 过 渡 定 理 的 附注 可 知 , 后 一 结果 当 4 为 P 上 的 无 限 秩 体 时 
也 成 并. 

4. 每 个 半 单 代数 A 是 若干 个 单 代数 中 , sa 的 直 和 .。 用 
4 去 和 每 个 被 加 的 单 代数 作 积 , 就 可 得 出 积 % x A， 特 别 ,如 果 我 
们 取 4 为 一 域 ,那么 就 有 下 面 的 结论 ， 

半音 代数 在 基 域 的 每 个 可 分 扩张 之 下 仍 是 半 单 的 ， 如 果 党 代 
数 半 ,如 的 中 心 都 在 PP 上 可 分 ,那么 这 个 代数 的 半音 性 在 基 
域 的 任意 扩张 下 不 变 . 

5. 我 们 看 到 ,一 个 单 代数 在 基 域 扩张 下 的 动态 ,完全 取决 于 作 
为 该 单 代数 的 基础 的 可 除 代数 的 动态 ， 现 在 我 们 要 对 中 心 可 除 代 
数 的 动态 作 进 一 步 的 研究 . : 

根据 3. 中 所 证 , 一 个 中 心 可 除 代数 经 过 基 域 的 扩张 之 后 仍 为 
中 心 单 代数 ， 它 不 一 定 再 是 一 个 可 除 代数 ， 而 可 能 变 成 某 一 体 上 
的 全 阵 环 . 在 这 样 的 情况 下 ， 我 们 说 基 域 的 扩张 引起 了 可 除 代数 
的 分 彩 ( 风 分裂 成 单 左 理 想 ). 

我 们 证 明 : 如 果 攻 闪电 是 一 个 中 心 可 除 代数 ,那么 一 定 可 以 
找到 下 的 一 个 扩张 ,使 之 造成 KK 的 分 裂 ， 

事实 上 ,8 为 K 中 一 个 不 属 域 足 的 元 素 . 8 必 是 P[x] 中 其 
个 不 可 约 多 项 式 g(x) 的 零点 ， 在 一 个 适当 选择 的 域 A 中 w(x) 将 
成 为 可 分 解 的 。 例如 ， 我 们 可 取 4 兰 P(p), 在 这 样 的 A 中 就 可 以 
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分 解 出 p(x) 的 一 个 一 次 因子 , 根据 前 面 所 证 , A x P(p)s4[x]/ 
(p(x)), 因此 A x PC8) 中 有 零 因 子 ， 从 而 可 以 断定 4 x K 中 有 
零 因子 ， 这 样 一 来 , 环 4 Xx K 就 不 可 能 再 是 一 个 体 ， 它 只 可 能 是 
一 个 全 阵 环 K2 (7 >> 1). 

比较 等 式 K x A 一 下 /两边 在 4 上 的 秩 可 得 

(K:P) = +°*(K’:A), 

其 中 记号 (K:P) 表 示 K 在 P 上 的 秩 . 

因此 区 ' 在 A 上 的 秩 一 定 比 K 在 P 上 的 秩 来 得 小 . 如 果 K’ < 
A, 那么 我 们 又 可 以 进一步 作 A 的 扩张 ,使 得 改 ' 再 分 裂 ， 这 时 区/ 
将 变 成 一 个 *r 阶 全 阵 环 .一 直 这 样 进行 下 去 , 由 于 体 的 次 数 越 
来 越 小 ， 最 后 必 有 一 个 终了 的 地 步 这 样 我 们 就 得 出 了 一 个 完全 
分 录 , 可 除 代 数 KK 变 成 了 A 上 的 一 个 全 阵 环 : 

KxAA,., 

具有 这 种 性 质 的 域 4 称 为 可 除 代数 4 的 分 裂 域 。 以 上 所 证 说 
明 ,永远 可 以 找到 在 P 上 的 次 数 为 有 限 的 分 裂 域 。 上 面 提 到 的 关 
系 式 现在 变 成 

(K:P)= m. 

因此 ,可 除 代 数 KK 在 它 的 中 心 P 上 的 秩 永远 是 一 个 完全 平方 
数 m?。 整 数 m 即 K 作 完全 分 异 时 方 阵 的 阶 数 ， 这 个 数 称 为 KK 的 
指数 ， 

KK 的 分 裂 域 也 是 K, 的 分 裂 域 ,反之 亦 然 ， 事实 上 , K x 4 和 
K, x 4 是 同一 体 上 的 全 阵 环 . 

习题 . 1. 如 果 P 上 两 个 单 代数 当中 有 一 个 是 P 上 的 中 心 单 代数 ， 那 
么 它们 的 积 是 单 代数 。 如 果 二 者 都 是 中 心 代数 ， 那 么 它们 的 积 也 是 中 心 代 
数 。 


2. 了 上 的 一 个 代数 封闭 扩 域 9 是 P 上 一 切中 心 单 代数 的 分 裂 域 。 
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第 十 八 章 “” 群 与 代数 的 表示 人 论 


$ 154. 问题 的 提出 


设 @6 是 一 个 群 ， 所谓 群 6 在 域 区 中 的 一 个 表示 ， 指 的 就 是 
一 个 群 同 态 , 它 把 每 个 群 元 素 4 映射 成 KK 上 一 个 4 维 向 量 空间 中 
的 线性 变换 4 (或 者 , 换 一 个 说 法 ,映射 成 一 个 # 阶 方 阵 4)， 维 数 
n 称 为 表示 的 级 数 。 如果 这 个 表示 是 一 个 同 构 ， 它 就 称 为 一 个 中 

同样 ， 所 谓 环 o 左下 中 的 一 个 表示 ， 指 的 就 是 一 个 环 同 态 
a 一 4, 其 中 4 仍 是 一 个 2 维 向 量 空间 中 的 线性 变换 这 个 定义 
是 和 $ 136 中 所 给 的 定义 相 一 致 的 . 在 $ 136 中 已 经 证 明 , o 在 下 
中 的 每 个 表示 都 有 一 个 (o- 左 、K- 右 ) 双 模 戏 与 之 相当 ， 听 称 为 
表示 模 。 反 之 ， 每 一 个 这 样 的 双 模 都 给 出 一 个 表示 。 彼 此 同 构 的 
表示 模 给 出 相互 等 价 的 表示 ,反之 亦 然 ， 一 个 表示 称 为 可 的 的 ,如 
果 表 示 模 中 有 一 个 不 等 于 {0} 的 真子 模 ; 称 为 不 可 约 的 ， 如 果 表 示 
模 是 单 模 . 

如 果 o 是 P 上 的 一 个 代数 ， 那 么 讲 到 。 的 表示 的 时 候 我 们 
还 要 求 P 包含 在 域 姑 内 ,并 且 由 a -> 4 即 有 sb- 48( 对 一 切 
6e P)。 对 表示 模 名 来 说 ,这 就 意 昧 着 ， 

: (a8 )u 一 (au)p, 对 一 切 aE€ 0, PE Pp, ue 

我 们 的 主要 问题 是 要 找 出 一 个 已 给 群 或 代数 的 全 部 表示 ， 有 
限 群 的 表示 问题 可 以 很 容易 地 归结 为 代数 的 表示 问题 。 其 办 法 就 
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是 以 群 6 中 的 元 素 ma， …，es 作为 基 元 素 , 按 $ 17 中 所 述 方法 作 
出 这 个 群 的 群 环 
0 一 4 政 十 …. 十 ai 长 . 
如 果 w -> 4; 是 群 @6 的 一 个 表示 ,那么 很 容易 看 出 
2 aibi > 2 LO 

就 是 群 环 6 的 一 个 表示 。 反之 ， 群 环 。 的 每 个 表示 特别 必 将 基 元 
素 a a; 映射 成 某 些 线性 变换 而 这 二 映射 就 是 群 @6 的 一 个 表 

一 个 有 限 群 在 域外 中 的 每 个 表示 都 可 由 群 环 的 表示 给 出 ， 

在 代数 的 表示 理论 中 ,我 们 通常 假定 表示 域 K 和 基 域 P 相 重 
合 。 只 要 将 0 扩张 成 og, 就 可 以 把 一 般 的 情形 归结 为 这 一 特殊 情 
形 . 如 未 在 原 有 的 表示 中 。 的 基 元 素 c …， en 映 成 方 阵 41,*……， 
4;, 那么 我 们 以 把 og 中 的 一 个 元 素 刀 a;6; (8B; EK) 映 成 方 阵 
4;81:， 从 而 将 。 的 表示 扩张 成 为 og 的 一 个 表示 . 因此, 。 在 域 
KK 中 的 每 个 表示 可 由 ok 的 一 个 表示 给 出 ， 

涯 环 o 其 有 单位 元 时 ,还 要 对 问题 的 提 法 作 进 一 步 的 限制 .在 
这 样 的 情况 下 我 们 总 是 假定 ， 环 中 的 单位 元 1 同时 也 是 表示 模 的 
单位 算 子 ,也 就 是 说 ， 这 个 元 素 在 我 们 的 表示 下 被 映 成 单位 方 阵 . 
如 其 不 然 , 那 么 由 $ 132 可 知 ,表示 模 听 将 分 解 成 直 和 gy。 十 呀 ,， 
其 中 ,被 "所 零 化 ,而 观 , 以 1 为 单位 算 子 。 这 样 一 来 ， 整 个 表 
不 就 分 家 成 两 个 部 分 ,其 中 一 个 部 分 完全 由 零 方 阵 组 成 ,因而 是 没 
有 什么 意义 的 ; 另 一 部 分 给 出 一 个 表示 ， 它 把 单位 元 映 成 单位 方 
阵 ， 

代数 的 一 个 特别 重要 的 表示 ， 就 是 所 谓 的 正则 表示 .这 就 是 
把 o 本身 看 成 表示 模 (o- 左 ,P- 右 模 ) 所 得 到 的 表示 . 如 果 所 考虑 
的 环 堪 完全 可 约 , 则 正则 表示 完全 可 约 ， 
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$ 155， 代数 的 表示 


在 $ 150《 定 理 18) 中 我 们 已 经 看 到 , 代数 。 的 根 叶 在 每 个 不 
可 约 表示 之 下 被 映 成 零 。 这 一 事实 对 每 个 完全 可 约 表 示 也 成 立 ， 
因为 每 个 完全 可 约 表示 都 是 把 一 些 不 可 约 表 示 并 列 起 来 得 到 的 . 
由 于 这 个 原因 ， 我 们 可 以 把 。 的 每 个 完全 可 约 表示 看 作 半 单 代数 
a/ 折 的 表示 ， 

“下面 的 定理 告诉 我 们 ,怎样 把 一 个 半 单 代数 的 一 切 表示 ,或 者 
更 一 般 一 点 ， 把 一 个 满足 左 理想 极 小 条 件 的 半 单 环 的 一 切 表示 得 
出 来 ， 根 据 $ 148, 每 个 这 样 的 环 。 都 具有 单位 元 , 并 且 是 左 完全 
可 约 的 , 即 可 表 成 一 些 单 左 理想 的 直 和 ,. o 的 每 个 表示 都 由 一 个 o- 
模 给 出 ， 我 们 有 : 

主要 定理 . 设 。 是 一 个 具有 单位 元 的 去 完 全 可 约 环 ,9 只 是 
一 个 具有 有 限 基 的 0- 模 。 其 次 假设 的 单位 元 是 跨 的 单位 算 子 . 
这 时 对 必 是 一 些 单 o- 模 的 直 和 ,其 中 每 个 单 模 都 同 构 于 0 的 一 个 
单 磊 理想， 

证 . 根据 假设 ， 环 o 是 单 左 理想 的 直 和 |: 

(1) 0 二 [上 十.… 二 1， 

又 所 假设 , 模 钢 具有 一 个 有 限 o- 基 (wm, .…, ,)， 由 此 即 得 
(2) WM = (om, +**, ous), 

将 (1) 代 入 (2) 得 
(3) Me= Ce., Luts ) 

从 (3) 式 右 端的 和 中 首先 可 以 去 掉 那 些 等 于 零 的 模 Lu， 另 一 
方面 ， 如 果 low 关 {0}, 那么 xz 一 xu 定义 出 8 到 5x 上 的 一 个 算 
子 同 构 。 因此 不 为 零 的 模 lw 同 构 于 4。 因而 是 单 的 。 如 果 某 个 
4 包含 在 其 余 各 项 的 和 之 内 ， 那 么 我 们 可 以 从 整个 和 中 去 掉 这 
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一 项 ， 这 一 过 程 可 以 一 直 进行 下 去 ， 直 到 每 个 剩 下 来 的 项 与 其 余 
各 项 的 和 只 有 零 元 素 公共 时 为 止 ， 这 时 所 得 和 就 是 一 个 直 和 |. 

上 述 主要 定理 当 。 和 还 带 有 一 个 满足 附加 条 件 z 

Cau)p = alup) 一 (ab)x (8 € 9) 

的 算 子 区 2 时 自然 也 能 成 立 ， 应 用 于 代数 的 表示 理论 时 ，2 是 代 
数 o 的 基 域 P, 这 个 域 同 时 也 是 表示 域 。 如 果 珀 是 P 上 的 有 限 
维 向 量 空间 ,那么 它 自然 具有 一 个 有 限 。 基 ,而 这 正 是 主要 定理 所 
要 求 的 . 

就 半 单 代数 来 说 ,这 个 定理 表明 ,这 种 代数 的 每 个 表示 都 是 完 
全 可 约 的 ， 并 且 它 的 每 个 不 可 约 组 成 部 分 都 已 作为 组 成 部 分 出 现 
在 正则 表示 之 内 ， 事 实 上 ,由 (1) 可 以 看 出 ， 正 则 表示 的 不 可 约 组 
成 部 分 由 单 左 理想 4 给 出 ， 

根据 $ 149, 每 个 半 单 代数 。 可 表 成 一 些 单 代数 a, 的 直 和 1; 
(4) 0 二 十 一 十 qa。 

单 代数 9, 又 可 以 进一步 分 解 成 极 小 左 理想 4 的 直 和 ， 出 现 
于 同一 a, 中 的 上 彼此 算 子 同 构 ,因而 给 出 同一 表示 。 包 辣 在 之 
内 的 上 被 每 个 ay(p4 天 2) 所 零 化 : 

Ql; CS qua, = {0}. 

因此 ,在 由 上 所 给 出 的 表示 之 下 ,所 有 这 些 a, 都 被 映 成 零 ,只 
有 受到 一 个 忠实 的 表示 . 事实 上 , a, 的 表示 的 核 是 a, 中 的 一 
个 双边 理想 ; 由 于 o 为 单 代数 并 且 不 全 映 成 零 ， 所 以 核 只 可 能 是 
零 理想 . : 

现在 我 们 研究 一 个 单 代数 由 它 的 一 个 任意 的 极 小 左 理想 所 给 
出 的 表示 ， 

根据 $ 152, 具有 单位 元 的 单 代数 。 同 构 于 一 可 除 代数 A 上 
人 全 阵 环 。 设 cix 为 $143 中 所 引入 的 基本 方 阵 (在 § 143 中 它们 
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被 写成 C;;), 则 
0 一 ciA 十 coA 十 十 corA。 
1 一 cf 和 十 ciA 十 十 co 人 
可 给 出 o 中 一 个 极 小 左 理想 !。 基 域 P 包含 在 人 之 内 ,并 且 人 A 在 P 
十 有 和 有限 秩 .。 所 要 考虑 的 表示 将 在 P 内 给 出 ， 
乞 芳 虑 和 A 一 了 的 情形 。 这 时 我 们 可 以 利用 [的 基 (cn, ca， 


“…*, Cl) 来 明显 地 给 出 表示 的 方 阵 . 设 。 一 > cman 是 o 中 的 
| 
一 个 元 素 , 则 
ack1 一 > CiRCRIOIR > 《CH 


网 此 ,在 由 1 所 给 出 的 表示 之 下 ,元素 4 被 映 成 方 阵 《ox)， 由 此 可 
见 , 代 数 。 与 由 方 阵 (cx) 所 组 成 的 全 阵 环 之 间 的 同 构 ,恰恰 就 是 由 
5 中 一 个 极 小 左 理想 1 所 给 出 的 不 可 约 表示 
值得 注意 的 是 ,在 上 面 所 讨论 过 的 A 一 P 的 情形 下 ， 表 示 方 
阵 永远 组 成 # 阶 全 阵 环 ， 这 一 事实 也 可 以 用 另 一 方式 来 表述 ， 即 
表示 方 阵 之 中 恰 有 x 个 线性 无 关 的 方 阵 ， 
在 要 没 人 是 的 一 个 玉 伍 
二 LP 二 .十 1P, 
在 这 一 情 砚 下 我 们 首先 作出 入 在 中 的 出 家 去 在 这 个 正则 家 
示 下 , 人 中 的 元 素 8 被 映 成 由 
Bhj; = 人 hiBi;, B= (Pi;) 
所 定义 的 方 阵 B， 其 次 我 们 作 
[一 cuA 十 十 co 一 人 caP .+ cn1,P) 
十 …' 十 (co 了 十 十 clP)，， 
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利用 这 个 基 来 作 。 中 元 素 ci 的 表示 方 阵 ,就 得 到 
| 
i 
| 


其 中 的 零 号 代表 * 阶 零 方 阵 , 而 8 出 现在 第 i 行 中 的 第 个 位 置 
上 .由 此 作 和 , 即 得 


， 4 4 
(5) > CIKROOA > js 
isk 


AA, a A, 

其 中 的 4 仍 是 在 人 的 正则 表示 之 下 与 .mix 相当 的 方 阵 . 

根据 由 1 所 给 出 的 不 可 约 表示 的 具体 形状 还 可 以 判定 , 当 基 
域 P 被 扩张 成 为 一 个 更 大 的 域 O 时 , 这 个 不 可 约 表示 将 会 按 何 种 
方式 分 解 。 在 这 样 一 个 扩张 之 下 A 变 成 一 个 代数 Ao = 二 A Xx 9， 
而 左 理想 1 二 cj 人 A 十 … 十 coA 变 成 

io = 一 cuAo 二 :十 cniAo 
如 条 和 Ag 是 可 约 的 ， BB Ap 具有 一 个 真 左 理想 1 ， 那么 ly 也 有 一 个 
真子 理想 
P= cl 二， 十 cul, 

同样 ,如 果 As 分 解 成 为 一 些 左 理想 [ 的 直 和 ,那么 16 也 分 解 成 同 
样 多 个 左 理想 的 直 和 .因此 , 当 P 被 扩张 成 Q 时 ,由 【所 给 出 的 不 
可 约 表 示 的 可 约 性 与 可 分 解 性 由 代数 As 的 可 约 性 与 分 解 成 左 理 
” 想 直 和 的 可 能 性 所 完全 确定 。 

如 果 A 关 P, 那么 根据 $153, 总 可 以 找到 一 个 域 8, 使 得 Ao% 
含有 零 因 子 , 即 使 得 Ao 不 再 是 可 除 代 数 , 因而 至 少 含 有 一 个 真 左 
理想 。 在 这 样 的 场合 之 下 ,由 1 所 给 出 的 ,在 P 中 为 不 可 约 的 表 


- 
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示 , 在 8 中 便 成 为 可 约 的 了 < 与 此 相反 ,在 人 A 二 ?的 情形 下 由 1 所 给 
出 的 表示 是 绝对 不 可 约 的 ， 即 在 基 域 的 任意 扩张 之 下 永远 保持 不 
ee 办 此 , A 一 P 乃 是 P 中 一 个 不 可 约 表 示 为 绝对 不 可 约 的 

分 必要 条 件 ， 

如 未 代数 " 不 是 单 代数 , 而 仅 是 半 单 的 , 即 o 为 一 些 单 代数 的 
下 和 十 … 十 a, 并 设 1 是 其 中 一 个 a, 中 的 左 理想 ， 那 么 为 了 
得 出 "中 一 个 元 素 4 在 由 【所 给 出 的 表示 之 下 的 方 阵 , 首先 应 将 
4 表 成 和 ma 十 …' 十 4 的 形式 , 在 这 个 和 中 突出 分 量 a,, 然后 按 
照 公 式 (5) 作 出 这 个 a, 的 表示 方 阵 。 事实 上 ， 其 余 各 个 分 量 均 将 
理想 1 零 化 ,因而 均 被 映 成 零 . 

语 员 ，… ,为 可 除 代数 Al,，，…, 人 A, 上 的 如,，…, 1, 阶 全 
血 环 ， 并 且 A, 的 秩 为 +,, 而 9, 为 由 9, 中 一 个 左 理想 1 所 给 出 的 

个 可 约 表示 .这 时 。 的 秩 4 等 于 aa， …，, oa 的 秩 之 和 , 即 


(6) 一 > 1227 3 
其 次 ,由 (5) 可 以 看 出 表示 9, 的 级 是 
(7) 8 一 ?ys。 


过 后 , % 分 解 成 m。 个 彼此 等 价 的 忆 的 直 和 ，, 因此 , 不 可 约 表示 9， 
作为 正则 表示 的 组 成 部 分 来 说 ,在 后 者 中 恰 出 现 x, 次， 

特别 , 如 果 所 有 9， 部 在 绝 对 不 可 约 的 ， 那么 所 有 ” 一 1, 因 
向 (6) 和 (7) 简 化 成 


4 一 Vm, gy 一 
1 


$156. 中 心 的 表示 
在 代数 。 的 一 个 不 可 约 表示 之 下 ， 它 的 中 心 元 素 被 映 成 那样 
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一 些 方 阵 , 它们 当中 的 每 一 个 和 一 切 表示 方 阵 可 交换 。 如 果 基 域 
是 代数 封闭 的 , 则 表示 方 阵 所 组 成 的 环 为 全 阵 环 , 它 的 中 心 只 能 由 
单位 方 阵 五 的 常数 倍 组 成 因此。 的 中 心 元 素 被 映 成 形 为 Be 的 方 
阵 ， 这 一 事实 一 般 地 对 任意 绝对 不 可 约 表示 成 立 ， 因 为 在 这 样 的 
青 况 下 ,我 们 可 由 原 有 的 基 域 过 渡 到 一 个 代数 封闭 的 基 域 去 ,而 不 
致 影响 表示 的 不 可 约 性 。 因此， 在 代数 。 的 一 个 绝对 不 可 约 表 示 
之 下 ,中 心 元 素 被 映 成 单位 方 阵 的 常数 倍 。 

如 果 。 本 身 是 可 交换 的 , 即 。 等 于 自己 的 中 心 , 那么 一 个 绝对 
不 可 约 表 示 的 一 切 表示 方 阵 均 具 有 形状 BE。 这 时 由 表示 的 不 可 
约 性 可 以 推出 ,表示 的 级 数 应 等 于 1。 因此 ,一 个 交换 代数 的 绝对 

不 可 约 表 示 是 一 级 表示 ， 

0 的 一 个 一 级 表示 就 是 o 到 表示 域 内 的 一 个 同 态 映 射 。 由 
于 区 的 交换 性 ,两 个 彼此 等 价 的 一 级 表示 是 完全 相同 的 , 事实 上 ， 
如 果 4 一 〈c) 是 一 个 表示 方 阵 ,而 4 为 区 中 一 个 元 素 , 则 

Qa) = Coal) = (C0). 

由 此 即 知 , 交 摘 代 数 o 在 域 区 中 的 互 不 等 价 的 一 级 表示 的 个 数 ,等 
于 0 到 区 内 的 不 相同 的 同 态 映射 的 个 数 ， 

现在 让 我 们 再 回 到 非 交 换代 数 。 上 去 ,并 设 。 是 半 单 的 . 这 时 
o 是 一 些 单 代数 的 直 和 : 

0 一 0i 十 Ss 十 0,， 
而 。 的 中 心 3 是 同样 多 个 域 的 直 和 
3 一 3 十 … 十 3， (3, 是 @, 的 中 心 ). 

o 以 及 3 的 互 不 等 价 的 不 可 约 表示 的 个 数 等 于 "或 3 的 双边 
分 量 的 个 数 ;, 因为 。 的 每 个 这 样 的 表示 9。 都 由 o 的 一 个 极 小 左 
理想 给 出 ,而 3 的 每 个 这 样 的 表示 9; 都 由 一 个 3, 给 出 ， 因 此， 。 
和 3 的 互 不 等 价 的 不 可 约 表示 的 个 数 相同 ， 并 且 对 于 o 的 每 个 不 
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可 约 表 示 四,， 如 果 它 除 a, 之 和 外， 把 所 有 a，，* 9 均 映 成 替 的 话 ， 
我 们 可 以 使 3 的 一 个 表示 3, 与 之 相对 应 ， 而 后 者 除 3, 之 和 外， 把 
所 有 3.…… 3, 均 映 成 震 ， 

特别 ,如 果 o 是 P 上 一 些 全 阵 环 的 直 和 ， 那 么 域 3, 的 秩 为 1， 
因而 同 构 于 了 在 这 一 情况 下 ,。 的 不 可 约 表 示 的 个 数 * 等 于 中 


心 3 的 容 ， 5 的 不 可 约 表 示 3, 和 3 的 不 可 约 (一 级 ) 表示 之 间 的 


天 系 这 时 特别 简单 。 在 表示 3, 之 下 每 个 中 心 元 素 z 被 映 成 形 如 
Ew 的 方 阵 , 其 中 五 为 zw。 阶 单 位 方 阵 。 因 此 (对 于 固定 的 > 来 说 )， 
相应 于 每 个 > 有 一 个 完全 确定 的 &, 我 们 可 以 写 : 
ax 一 @,(z). 
站 数 @, 给 出 中 心 的 一 个 同 态 , 即 有 
O,(y + #2) = 0,(y) + 8.(z)， 
OQ,(ys) = 0,(y)0,(2), 
8,(s8) = 9,(z)6. 
在 这 一 同 态 之 下 , 除 3, 之 外 所 有 3,,，.…， 3, 均 被 映 成 零 ， 也 就 是 
碗 , 同 态 6, 就 是 早先 记 成 9, 的 中 心 的 一 级 表示 . 
只 要 知道 模 3, 的 一 个 P- 基 ,表示 86, 也 就 随 之 确定 . 我 们 可 
以 取 域 3, 的 单位 元 作为 这 样 一 个 P- 基 ， 如 果 将 3 中 的 元 素 写 成 ， 


可 


(1) 1% 一 之 ， cx 
的 形状 , 则 
总 CD -一 228， 一 ey0y, 
因此 E86, 就 是 表示 方 阵 , 即 有 
z 9,(z) = p,. 
这 样 一 来 ,(1) 也 可 以 写成 
(2) z 一 >， cJ9,(z)。 
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用 文字 表述 出 来 ,这 就 是 说 , 当 我 们 将 中 心 元 素 = 按 中 心中 的 震 和 
元 es 展开 时 ,展开 系数 8,(s)] 就 给 出 中 心 的 同 态 或 一 级 表示 ， 
习题 . 1. 一 个 交换 代数 o 在 基 域 P 的 代数 封闭 扩 域 9 中 的 一 级 天 示 
的 个 数 , 等 于 09/R 在 P 上 的 秩 , 其 中 氏 为 o0 的 根 。 
2. 设 人 是 P 的 有 限 扩 域 , 则 KK 在 9 中 的 一 级 表示 的 个 数 等 了 “在 十 
的 商 约 次 数 。 伟 = {0} 当 且 仅 当 发 在 已 上 为 可 分 。 


$157. 迹 与 特征 标 


元 素 4a 在 表示 名 下 的 迹 ,写作 
Sa(a) 或 简写 作 SC4)， 
指 的 就 是 4 在 9 下 的 表示 方 阵 4 的 迹 5SC4)， 当 9 固定 时 , 迹 5。 
作为 元 素 4 的 一 个 函数 来 看 , 称 为 表示 9 的 迹 
由 关系 式 
SCP™!AP) = C4) 
可 天 ,等 价 表 示 有 相同 的 迹 . 
迹 是 一 个 线性 函数 ,也 就 是 说 。 
S(a 十 站 ) 一 SCa) 十 SCD 
SCap) = SCa)6. 
一 个 绝对 不 可 约 表示 的 迹 〈 或 者 ， 换 一 个 效果 完全 相同 的 说 
法 ,代数 闭 域 2 中 不 可 约 表示 的 迹 ), 称 为 特征 标 0， 一 个 元 素 4 在 
第 > 个 不 可 约 表示 9, 下 的 特征 标记 作 
XC0). 
当 我 们 所 讨论 的 是 某 一 固定 的 表示 时 , 足 数 > 亦 可 略 去 不 写 . 
1) 许多 作者 将 特征 标 一 词 也 用 之 于 可 约 表示 。 并 使 用 “复合 特征 标 ” 这 样 的 说 法 ， 
我 们 避免 了 这 样 的 术语 ,因为 这 一 说 法 在 阿 贝 耳 群 的 特殊 情况 下 ， 和 老 早 就 已 


流行 的 “特征 标 ” 一 词 的 意义 并 不 一 致 。 另 一 方面 ,“ 迹 > 这 个 洞 同样 也 能 充分 地 
表达 我 们 所 要 表达 的 东西 。 、 
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根据 $ 156, 在 一 个 级 的 绝对 不 可 约 表示 9, 之 下 ,中 心 元 
素 z 被 映 成 对 角形 方 阵 EE. 8,(z), 其 中 8B,(z) 为 中 心 到 域 8 内 的 
一 个 同 态 。 方 阵 EE， 8,(z) 的 迹 是 


(1) X,(2) — 1,* O,(2). 
特别 。 的 单位 元 将 被 映 成 单位 方 阵 EE, 它 的 迹 等 于 n,: 
X,(1) — Hy, 


在 下 面 我 们 假定 , 绝对 不 可 约 表 示 9, 的 级 x, 不 能 被 域 8 的 
特征 整除 ， 这 时 将 (1) 除 以 即 得 


(2) ,2) — 如 ks， 


人 2 


这 样 ,中 心 的 同 息 就 通过 特征 标 表达 出 来 了 。 

定理 . 代数 5 在 特征 为 0 的 域 Q 中 的 一 个 完全 可 约 表示 ,在 
等 价 的 意义 之 下 由 表示 方 阵 的 迹 所 唯一 确定 ， 

证 。 设 半 为 vo 的 根 ， 那 么 o 的 每 个 完全 可 约 表 示 同 时 也 是 
0/% 的 完全 可 约 表示 。 根 据 假设 ， 双 应 本 号 中 元 素 的 那些 方 阵 
的 迹 是 已 知 的 ， 设 

of/R=a 二 +a,, 
并 设 ao 的 单位 元 为 e1,*，…, es,, 那么 在 不 可 约 表 示 9, 之 
下 元 和 素 e。 将 被 贞 成 #2,- 阶 单位 方 降 。 因此 相应 肌 迹 等 于 
Ss( ey) 一 1,, 
而 
Sen)=0， 对 pp， 

为 一 方面 ,对 于 一 个 完全 可 约 表示 来 说 ,如 果 我 们 知道 每 个 不 
可 约 表 示 9, 在 它 里 面 出 现 多 少 次 ,那么 这 个 完全 可 约 表示 也 就 完 
全 确定 了 。 不妨 设 表示 9, 出 现 g, 次 ， 那 么 我 们 所 考虑 的 完全 可 
约 表 示 将 由 4 个 小 块 9,, gq, 个 小 块 9,, 等 等 组 成 。 e, 在 这 一 表 
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示 中 的 迹 等 于 
(3) S(e,) = qty 
只 要 知道 了 所 有 的 迹 5Ce,), 由 (3) 式 就 可 以 计算 出 9,。 这 就 证 明 
了 我 们 的 定理 . 

附注 .。 只 要 知道 。 的 基 元 素 的 迹 , 。 中 每 个 元 素 的 迹 也 就 完 
全 知道 了 .因此 ,举例 来 说 ,如 果 。 是 一 个 有 限 群 的 群 环 ， 那 么 只 
要 知道 每 个 群 元 素 的 迹 ， 表 示 就 已 确定 +。 设 a1,.…, as 为 基 元 
素 ; 而 Xea;) 为 不 可 约 表 示 的 迹 , 那 么 对 任意 表示 来 说 我 们 有 : 


(4) SCa;) 一 > Guly (a;) 


根据 上 面 的 定理 ,整数 9, 由 这 一 组 方程 所 唯一 确定 。 方程 组 
(4) 还 提供 了 一 个 具体 的 计算 方法 ,以 便 完全 通过 迹 的 计算 将 一 个 
完全 可 约 表示 分 解 成 为 其 不 可 约 组 成 部 分 ， 当 然 ， 首 先 必须 知道 
所 有 不 可 约 表示 的 迹 . 


$ 158. 阿 贝 耳 群 的 表示 


有 限 阿 贝 耳 群 提 供 了 表示 理论 的 一 个 简单 而 又 完美 的 例子 . 

设 阶 群 为 及 ,……, 思 阶 循环 群 的 直 积 ，6 中 每 个 元 素 4 
可 唯一 地 表 成 。 

4 一 chics “oe Crr 
《0 三 加 过 有 ,0 三 为 过 及 ,0 三 和 过 有) 

的 形式 .我 们 要 找 出 这 个 群 在 一 个 特征 为 零 或 者 至 少 特征 不 能 整 
除 刀 二 如 如 .… 如 的 代数 封闭 域 0 中 的 全 部 不 可 约 表示 . 

首先 注意 ,这 些 不 可 约 表示 都 是 一 级 的 。 因 此 ,我 们 的 问题 就 


* 参看 $159, 一 一 译 涛 注 
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是 ， 对 每 个 群 元 素 a, 在 2 中 找 出 一 个 数 Xe) 来 和 它 相 对 应 ， 并 
使 得 同 态 条 件 
(1) XCab) 一 XCa)XCb) | 
成 立 。 这 样 一 个 函数 X 称 为 群 6 的 一 个 圣 征 标 .。 这 个 定义 是 和 
$ 157 中 所 给 出 的 一 般 定义 相 吻 合 的 , 因为 方 阵 (X) 的 迹 就 等 于 X。 

从 一 开始 我 们 就 把 零 表 示 

X(a) = 二 0， 对 一 切 < 
排除 在 外 .这 时 必 有 X(1) 一 1， 其 次 ,我 们 有 
XCeh ee De 
Xe = XCe%) = XI) = 1. 

因此 XCc,) 是 一 个 h.。 -次 单位 根 , 而 所 考虑 的 表示 具有 形式 
(2) Xcite crr) = Lito ber 

反之 ,任意 选取 单位 根 1,，.…, 5,。 方 程 (2) 都 能 给 出 群 8 的 
一 个 同 态 ， 每 个 单位 根 ,有 有 个 值 可 取 ,因此 总 共有 

h = hh .hh 

个 互 不 相同 的 特征 标 , 它们 就 是 5 的 个 互 不 等 价 的 一 级 表示 ， 

这 里 我 们 可 以 很 完美 地 把 怎样 由 正则 表示 的 分 解 得 出 全 部 不 
可 约 表示 的 过 程 剖 析 清 楚 。 先 考 虚 一 个 单个 的 循环 群 6, 设 其 生 
成 元 为 c, c* 二 1， 这 时 < 的 正则 表示 由 线性 变换 

c 已 一 ci (在 向 量 空间 (1, c, ce?，……, ces! 中》 
给 出 . 为 了 分 解 这 一 表示 ,我 们 引入 一 个 新 的 基 
(3) (t,o)=1+tet bt .+ Lees 
《参看 $ 56 中 的 Lagrange 耶 解 式 ), 其 中 < 遍历 各 个 次 单位 根 ， 
这 些 元 素 的 确 构 成 一 个 基 . 这 一 点 可 由 下 面 的 事实 看 出 ， 即 所 有 
c* 反 过 来 都 能 由 元 素 (5,c) 表 示 , 事 实 上 ,只 要 将 (3) 式 乘 上 4 并 
对 一 切 8 求 和 , 立 得 
中 678 . 


(4) Zi ec) = hc’ 
其 次 ,很 容易 看 出 
(5) c (b,c) = 1. (2, ec), 
因此 每 个 基 元 素 (, <) 都 定义 一 个 不 变 子 空间， 
当 所 考虑 的 群 为 循环 群 的 直 积 时 ,我 们 引入 新 的 基 元 素 
(一 ecDG oo (bs cs) - 
来 代替 原 有 的 基 元 素 ccj . … cj。 并 得 出 正则 表示 的 完全 可 约 
形式 : 
cr (ch 
从 而 得 出 不 可 约 表示 : 
Xen) = tr 
Xcelica ee cr bith ee re, 
这 梓 , 我 们 束 看 到 : 
借助 于 一 个 代数 封闭 域 作 出 的 阿 贝 耳 群 的 群 环 是 完全 可 的 
的 , 它 是 由 新 的 基 向 量 (5， ,6s; ci cr) 所 生成 的 左 个 域 
3, 的 直 和 ， 这 里 假定 了 域 的 特征 不 能 整除 群 的 阶 ， 
根据 $ 155, 由 以 上 所 证 可 知 、 群 6 的 每 个 表示 是 完全 可 约 
的 . . z 
特征 标 之 间 存 在 着 一 系列 的 关系 。 首先 ， 两 个 特征 标 之 积 仍 
是 特征 标 : | 
(6) X(a)X(a) = X"(a), 
同 梓 ,一 个 特征 标的 逆 也 是 特征 标 。 因此， 特征 标 组 成 一 个 群 多. 
这 个 群 的 单位 元 就 是 主 特征 标 Xo, 它 由 Xo(4a) 一 1 定义 ， 
如 果 包 为 一 本 原 的 有 ,次 单位 根 , 则 特征 标 
XCci crr) = bts 
生成 群 史 中 的 一 个 久 阶 子 群 98。 很 容易 看 出 , 整个 群 9 力 是 子 
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群 9, 的 积 ， 因此 , 群 9 和 群 @6 一 样 是 记 ，.…, hh, 阶 循环 群 的 直 
积 ， 也 就 是 说 ,特征 标 群 另 同 构 于 先 给 定 的 群 @. 

由 方程 (1) 和 (6) 给 出 的 群生 和 5 之 间 的 互 反 关系 是 可 逆 的 ， 
事实 上 , 数 X(a) 依赖 于 特征 标 X 和 元 素 a。 当 a 固定 时 ， 它 可 以 
看 成 特征 标 X 的 一 个 函数 ， 式 (6) 说 明 ,这 个 函数 乃 是 特征 标 群 9 
的 一 个 同 态 。 此 种 同 态 的 个 数 为 4, 因此 9 的 一 切 同 态 均 可 由 群 
6 的 元 素 给 出 ， 

由 (2) 对 一 切 丸 ,，……, 和 求 和 可 得 

2 X40) = (5 ED Eb) BE) 


一 {所 如果 所 有 5 一 1， 
0, 如 果 某 个 Cy 天 1 


因此 我 们 有 

0 2 和 2 
同样 ,我 们 有 对 侦 的 关系 式 
人 


阿 贝 耳 群 的 特征 标 在 数论 中 经 常 有 所 应 用 ， 设 # 为 一 自然 
数 ， 我 们 取 6 为 以 和 ?而 与 > 互 素 的 自然 数 作 代表 元 的 同 会 类 
《mod >) 所 组 成 的 乘法 群 。 一 个 和 互 素 的 整数 m 以 4 为 模 的 特 
征 标 X(m), 就 是 在 群 6 中 必 所属 的 那个 同 余 类 的 一 个 特征 标 其 
次 ,如 果 和 = 与 = 不 互 素 ， 就 命 X(m) = 0， 在 这 样 一 个 约定 的 基础 
之 上 , 我 们 可 以 把 形 如 (7) 的 和 拓展 到 mod a 的 同 余 类 全 系 上 去 ， 
而 式 (1),(6),(8) 对 一 切 整数 成 立 . 

关于 特征 标 理论 对 无 限 阿 贝 耳 群 的 推广 ,可 参看 邦 德 列 雅 金 ， 
亚历山大 《Anekcagxn) 和 范 卡 姆 佩 恩 (Van Kampen) 等 人 发 表 在 
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Ann,， Math.，35 和 36 (1934/35) 的 出 色 的 工作 。 


$ 159. 有 限 群 的 表示 


我 们 首先 证 明 马 施 克 (Maschke) 定 理 : 

设 域 P 的 特征 不 能 整除 有 限 群 人 的 阶 1， 则 仿 在 P 中 的 生 个 
表示 都 是 完全 可 约 的 . 

证 。 设 表示 模 听 是 可 约 的 , 并 设 针 为 一 极 小 子 模 ， 我们 要 
证 明 , 史 可 表 成 直 和 多 十 WW" 的 形式 ,其 中 NW” 仍 为 一 表示 模 , 

作为 向 量 空间 来 看 , 9Xt 有 形 如 %i 十 % 的 分 解 ， 可 是 这 里 的 
入 还 不 一 定 在 o 下 不 变 . 设 7y 为 W 中 的 一 个 元 素 , 4 为 6 中 一 
个 元 素 , 则 ay 可 唯一 地 表 成 多 中 一 个 元 素 和 % 中 一 个 元 素 y 之 
和 ,因此 : : 

ay 三 y (mod NR). 
对 于 固定 的 a, 元 素 y 由 y 所 唯一 确定 ,并 且 线 性 地 依赖 于 y: 由 
ay 三 yy》 和 az 三 x 可 推出 a(y 十 x) 三 y 十 x 和 a (yp) 三 yp 
《8 EP)， 因 此 我 们 可 以 写 
y = A'y; A'y = ay(mod %), 

其 中 4 为 网 内 的 一 个 线性 变换 , 它 是 由 决定 的 。 不 但 如 此 , 线 


性 变换 4 甚至 还 是 6 的 一 个 表示 ,因为 由 a -> 4' 和 4 一 8' 可 推 


得 a6 一 A'B". 
如 果 命 
一 2 a Ay= Oy— yy; 
则 y 避 术 地 依 浪 于 y， 因而 y 组 成 一 个 线性 子 空间 %” = 二 0%， 
其 次 ,相对 于 模 来 看 ,我 们 有 同 余 关 系 : 


= 一 by 


7 
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因此 , Mh 中 的 每 个 元 案 mod 不 但 同 余 于 和 中 的 一 个 元 素 y ,而 
且 同 余 于 兄 让 的 一 个 元 素 了 》“”。 这 就 是 说 ,我 们 有 下 分 解 
nt 一 a 二 St 
最 后 ,对 @ 中 每 个 元 素 5, 我 们 有 
by” = ~ 2 pam4 7 

二 一 > (ab™1)-( A’'B)B'y 

— OByEON=MN, 
因此 gt" 被 5 中 的 算 子 5 映 成 其 自身 , 即 入 为 一 表示 模 . 

如 果 R” 仍 是 可 约 的 ， 那 么 我 们 又 可 以 用 同样 方式 处 理 %”， 
从 而 再 分 解 出 一 个 极 小 子 模 来 。 余 此 类 推 。 最 后 可 得 出 模 陆 亦 
即 得 出 表示 的 一 个 完全 分 解 。 蕊 施 殉 定理 获 证 . 

根据 $ 154。 群 6 的 每 个 表示 可 开拓 成 群 环 

0 一 4 了 十 .… 十 ai 

的 一 个 表示 。 反之 , 5 的 每 个 表示 自然 诱导 出 § 的 一 个 表示 .由 
马 施 殉 定 理 可 知 , 5 的 每 个 表示 是 完全 可 约 的 。 特别 vo 的 正则 表 
示 , 即 以 。 自 身 作为 表示 模 的 表示 是 完全 可 约 的 .因此 。 是 一 些 极 
小 左 理想 的 直 和 ,从 而 据 $ 148 定理 13, vo 是 半 单 的 、 根 据 $ 155， 
.5 的 极 小 左 理想 给 出 一 切 可 能 的 不 可 约 表示 .， 

根据 $ 156, 绝对 不 可 约 表示 的 个 数 等 于 中 心 的 秩 , . 不 难看 
出 , 群 环 的 中 心 由 所 有 这 样 的 和 
(1) 2 2781 (aeG:pEP)，， 


组 成 ， 其 中 共 罗 的 群 元 素 具 有 相同 的 系数 。 与 元 素 a 共 斩 的 元 素 
组 成 一 个 共 辆 “类 ”。 如 果 命 多 表示 这 个 共 杷 类 中 各 个 元 素 之 和 ， 
则 (17 就 是 这 样 一 些 的 一 个 线性 组 合 ， 其 系数 属于 P。 因此 我 
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们 有 下 面 的 定理 : 群 环 的 中 心 由 类 和 有 Re 张 成 . 这 样 一 来 ， 中 心 的 
秩 等 于 共 统 类 的 个 数 ,由 此 即 得 : 

一 个 群 的 互 不 等 价 的 绝对 不 可 约 表示 的 个 数 ， 等 于 这 个 群 中 
共 斩 元 束 类 的 个 数 . 


根据 $ 155， 这 些 绝对 不 可 约 表示 的 级 数 ni *** ,fs 之 间 丰 


1 十 1 二 十 7 一 大 

一 个 永远 存在 的 一 级 表示 就 是 群 的 “单位 表示 ”, 它 把 每 个 群 
元 率 都 映 成 1。 如果 还 有 其 它 的 一 级 表示 ， 那 么 群 中 必 存 在 具有 
阿 内 耳 商 群 的 正规 真子 群 ， 因 为 一 个 一 级 表示 的 表示 方 阵 是 彼此 
可 交换 的 ,它们 组 成 一 个 和 原来 的 群 同 态 的 阿 贝 耳 群 。 反 之 ,如 果 
奸 中 存在 一 个 正规 真子 群 ,其 商 群 为 阿 贝 耳 群 ,那么 这 一 商 群 的 特 
征 标 就 给 出 原 有 群 的 一 级 表示 .所 有 其 余 的 表示 都 是 高 级 的 . 

例 。 1. 对称 群 5;， 共 力 类 数 等 于 3; 因此 有 3 个 表示 . 交错 
群 有 两 个 陪 集 见 和 多, 即 偶 置 换 所 成 的 陪 集 与 奇 置换 所 成 的 陪 
集 . 这 个 二 元 群 的 两 个 特征 标 是 : 

X( 兄 ) = 1, X(R) 王 十 1 
它们 给 出 6 的 全 部 一 级 表示 ， 由 于 
: Mt ni+ ni == 6, 


第 三 个 表示 的 级 数 应 为 2。 在 平面 上 取 三 个 向 量 oe,, es, 使 其 


和 为 零 。 这 三 个 向 量 之 间 的 置换 给 出 6; 的 一 个 忠实 的 表示 。 如 
果 取 el 和 e: 为 基本 向 量 , 则 表示 的 形式 为 : 


Dt C29 {oe TT Cr™ ¢€, {02 Cy 
(12)e, 一 C1, (13)e, = C2 


人 Cy {0 ”1 一 9 
(123)e; = — e,— e;, (132)e, = ci。 
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(23)e, 3 CICys : 


2. 四 元 数 群 Qs 就 是 八 个 四 元 数 土 1, 土 j, 士 k&, 士 ! 所 组 成 的 

群 。 它 有 两 个 生成 元 7 和 ,二 省 满 足 关 系 

=1, R=F, ki= fA. 
共 斩 类 数 是 5, 因此 有 5 个 表示 。 正规 子 群 {1, 7} 的 商 群 为 克 业 
因 (Klein) 四 元 群 ， 后 者 的 4 个 特征 标 即 给 出 Qs 的 4 个 一 级 表示 . 
由 于 

人 十 人 十 谍 十 2 十 ni? 一 8， 
剩 下 的 一 个 表示 的 级 数 应 为 2。 如 果 命 群 元素 1, j, 六 , 六, 议 ， 
fjR，k 与 四 元 数 1, j, 一 1, 一 j, 上, 1, 一， 一! 相对 应 , 则 得 到 
群 环 0 到 四 元 数 体 之 上 的 一 个 同 态 映射 . 因此 ,四 元 数 体 应 是 。 的 
双边 合成 因子 之 一 ， 这 样 一 来 ， 我 们 就 已 经 在 有 理 数 域 T 的 范围 
之 内 得 出 了 的 分 解 ， 即 

0 == nl 十 0 十 0 十 0 十 5 
其 中 9, 9;, qs, a 同 构 于 了, 而 % 同 构 于 了 上 的 四 元 数 体 ， 过 渡 到 
一 个 代数 封闭 的 基 域 去 〈 在 目前 情况 下 实际 只 要 添加 i= MV 一 1 
就 够 了 ), 则 四 元 数 体 受到 分 列 , 从 而 得 出 方 阵 表 示 


i 0 0 1 0 i 
站 

3. 交错 群 。 可 以 用 处 理 对 称 群 6, 的 同一 方法 来 处 理 ,这 一 
工作 我 们 留 给 读者 去 作 。 可 以 找 出 纪 的 四 个 表示 ， 其 级 数 为 1， 
1, 1, 3. | 

4. 对 称 群 64， 共 恩 类 数 为 5, 因此 有 5 个 表示 。 克 莱 因 四 元 
群 t1,《12)(34)。(13)(24),(14)(23)} 的 商 群 同 构 于 ,, 我 们 已 
经 得 出 了 5 的 3 个 不 可 约 表 示 ， 其 级 数 为 1, 1, 2。 这 三 个 表示 
也 就 给 出 6 的 三 个 级 数 为 1, 1,2 有 的 表示 ， 如 记 这 三 个 级 数 为 wm， 
n2, 13、 则 有 
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N 十 9 十 1 十 寻 十 他 一 24， 


从 而 有 


2 十 2 一 18， 


这 只 有 妆 N04 二 3, ns 二 3 时 才 可 能 成 这 ， 在 三 维 空间 中 取 4 个 向 


量 C19 ea E39 (上 43 使 得 其 和 为 稚 . 
一 个 忠实 的 三 级 表示 ， 


这 四 个 向 量 的 置换 给 出 群 S 的 


如 命 ssey 563 汶 基 本 向 量 3 册 表示 的 形式 为 : 


(1l2)e=e, {(l3)e= es 
lepe- ei le- e2 

(12)ec; 一 6 (13)e3= cl 
(123)el 一 c; 


加 


(123 )es = 一 《1 


(123)e: 一 cs ， 


(人 14)e: 一 ec: 


je CC C3 
(14)e 一 C3 


余 撩 此. 


由 于 这 个 表示 是 忠实 的 , 故 不 可 能 把 它 分 解 成 一 级 和 二 级 表示 , 因 

此 它 是 一 个 不 可 约 表示 。 将 所 有 奇 置 换 的 表示 方 阵 乘 以 一 1， 就 
得 另 一 个 患 实 的 ， 从 而 也 是 不 可 约 的 三 级 表示 。 这 个 新 的 三 级 表 
示 一 定 不 会 和 前 一 表示 等 价 ， 因 为 二 者 的 迹 不 相同 。 这 样 我 们 就 


把 一 切 表示 找 出 来 了 ， 


习题 。 1. 群 环 o 中 的 元 素 :二 > 4 满足 方程 
直人 渴 


2 一 "对 bEG, 
* 生成 怎样 的 左 理想 ? 这 个 左 理想 给 出 怎样 的 表示 ? 这 个 理想 中 包含 着 怎 


样 的 医 等 元 ? 


2. 如 朵 群 元 素 的 个 数 有 能 被 域 的 特征 整除 ， 则 习题 1 中 的 理想 是 帮 零 
的 。 由 此 推出 ,特征 不 能 整除 4 这 一 条 件 对 马 施 元 定理 来 说 是 必要 的 。 


$ 160. 群 特征 标 


线性 变换 的 克 罗 内 克 尔 (KRronecker) 积 
假设 给 定 了 两 个 线性 变换 4 和 4“, 其 中 一 个 作用 在 向 量 空 
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3 (ui, “? ,> tm) 之 内 ， 另 一 个 作用 在 同 量 空 ¥| 司 (v1, “"", vm) 之 
内 : 


LU 一 p23 J 3 
i 
4 1; 一 之 Vy 01 


我 们 按 $ 144 中 所 述 方式 ,由 这 两 个 向 量 空间 作 积 空间 , 后 着 由 积 


WV 张 成 定义 : 
(1) A(uv) = (A'u 2) = > 人 UiVIOAOIe 


这 样 定义 出 来 的 积 空间 内 的 线性 变换 4, 称 为 4 和 4 的 克 
罗 内 克 尔 积 变 换 。 并 记 作 4 x A4”"。 由 (1) 可 以 看 出 , 4 的 方 阵 系 
数 是 A 4 的 迹 等 于 


> >， Ci: 0 一 > Qi > oj; = SCA'). S$S(A'); : 
i ; i : 


因此 积 变换 4 X A” 的 迹 等 于 变 撞 4' 和 47” 的 迹 的 乘积 。 

如 果 对 向 量 * 相继 作 两 次 线性 变换 B',4', 对 向 量 " 相继 作 
两 次 线性 变换 B”,，A”, 则 积 wrvi 依次 受到 变换 了 8 x B” 和 4 X 
4” 的 作用 。 这 就 是 说 : 
(2 ) (A XA”):.(B XB’)=AB X 4 BC 

如 果 方 阵 4', B'.… 构成 @ 的 一 个 表示 人 和， 方 阵 4", B”,……… 
构成 @ 的 另 一 表示 3”, 则 由 (27 可 以 看 出 , 积 变换 4 一 4 X 4"， 
B 一 B X B”.… 仍 构 成 一 个 表示 。 表示 有 和 9” 的 这 个 积 表示 
记 作 多 ' x g z 

再 命 9' 十 ”代表 一 个 能 够 分 解 成 9' 和 9” 的 可 约 表示 , 并 
将 彼此 等 价 的 表示 看 成 相同 ,那么 容易 验证 下 列 运算 规则 成 立 : 


* 686。 


9 十 9 一 9 十 9 xD 9”X 
9' 二 (9" 十 四 一 (2 十 97) + 2", 
2 Xx(3 xD ) 一 (人 xD XD ， 
9’ x (9 +9)=D Xg9 十 9 Xg97， 
(3 十 3)X 和 一 9 XxXD+D" x 9, ， 
特别 ,如 果 8 是 一 个 有 限 群 ,其 阶 不 能 被 域 P 的 特征 整除 , 那 
么 每 个 表示 都 完全 分 解 成 不 可 约 表示 9,。 从 而 我 们 有 


《3 ) DD X 2D, 一 >》 


其 中 c% 为 非 负 整 数 ， 在 (3) 中 » 并 非 寡 指 数 ,而 是 一 个 标号 . 
对 迹 来 说 ,由 (3) 可 以 推出 
Si(a) * Sa) 一 >， CYS a), 


如 果 所 考虑 的 不 可 约 表示 是 绝对 不 可 约 的 ,从 而 迹 即 为 特征 标 , 那 
么 我 们 可 以 把 这 个 式 子 写成 : 
(4) Xa) .Xla) 一 > eX,(a)。 (第 一 特征 标 关系 ) 


ba 


作为 类 函数 的 特征 标 
议 a 和? 为 共 斩 的 群 元 素 : 
4 = bab™!, 
著 么 对 表示 方 阵 来 说 ,将 有 
4 一 B4B 

因此 4 和 4' 有 相同 的 迹 , 亦 即 

SCbab™!) 一 SCa), 
特别 : 

Xbab™!) = XCa). 
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如 果 把 所 有 和 a 苍 的 元 素 归 为 一 类 ,, 那么 每 个 特征 标 对 
同一 类 8。 中 的 各 个 元 素 的 值 相同 ， 

如 果 共 舌 类 ®, 中 元 素 的 个 数 为 ,而 各 个 元 素 之 和 为 ( 属 
于 群 环 o。), 则 的 特征 标 等 于 这 个 共 轿 类 中 各 个 元 素 的 特征 标 之 
和 , 即 有 

XCRs) 一 hs ~ XCa). 

从 现在 起 我 们 假定 , 不 论 是 群 的 阶 1， 或 绝对 不 可 约 表示 
的 级 数 m 都 不 能 被 基 域 的 特征 整除 ， 正 如 我 们 在 $ 159 中 所 见 到 
过 的 那样 ,元 素 &, 张 成 群 环 。 的 中 心 3， 根 据 $ 157, 中 心 3 的 同 
态 8, 和 特征 标 x, 之 间 有 关系 


0,(z) 一 bz), 


特别 我 们 有 
(5) OB,(ks) — Ls) 一 Sax,a). 


2, 


乘积 kks 力 是 一 些 群 元 素 之 和 ， 并 且 仍 旧 属 于 3, 因此 它 可 
以 表 成 类 和 的 一 个 整 系数 线性 组 合 . 


(6) Rs * Rs 一 2 gashe, z 

这 时 8, 的 同 态 性 质 表 现 为 如 下 的 方程 

(7) ,Rs)O Ck ) = 人 >》) gO .CR ): 

利用 (5), 这 个 关系 式 可 改写 为 

(8) hahoXv(a)XsAb) 一 po >) giphoXs(c), (第 二 特征 标 关系 》 
在 和 《6),(7),(8) 中 * 每 次 都 是 遍历 群 6 的 共 轿 类 的 一 个 代 

表 系 。 如 果 命 。 遍历 所 有 群 元 素 , 那 么 在 (8) 式 右 端 就 不 必 写 上 因 

于 h.， 由 于 8, 力 是 3 所 仅 有 的 几 个 同 态 ,所 以 为 刀 是 方程 (8) 的 
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仅 有 的 几 个 解 。 
共 轿 特征 标 


每 个 表示 a -> 4 有 一 个 共 胃 (或 送 变 ) 表示 a 一 4 其 中 

4 为 4 的 转 置 方 阵 ， 事 实 上 ,在 这 一 对 应 之 下 我 们 有 

太一 (4 有 ) = (BA) = A™B™, 
共 入 表 示 的 共 斩 表 示 即 原来 的 表示 。 如 果 表 示 a -> 4 是 可 约 的 ， 
那么 它 的 共 斩 表 示 也 是 可 约 的 。 反 之 亦 然 ， 因 此 一 个 不 可 约 表示 
的 共 思 表示 也 是 不 可 约 的 . 

当 我 们 由 4 过 渡 到 等 价 表示 P4P-: 时 ，4 的 共 力 表示 将 过 渡 
到 

(PAP™')™ i= PATiP™!, 
即 亦 过 渡 到 自己 的 一 个 等 价 表示 . 

如 果 命 9 代表 和 9, 共 铂 的 不 可 约 表示 ,并 设 9,(4) = 4， 

则 

Da) = 4’, 
但 4' 的 迹 等 于 4 的 迹 , 故 

Xa) 一 Xa). 
我 们 把 与 X, 共 罗 的 特征 标 X,, 记 作 7. 

每 个 特征 标 都 是 一 些 单位 根 之 和 ， 事实 上 , 的 每 个 元 a 
生成 一 个 循环 子 群 5, 其 阶 吉 为 的 一 个 因子 。 6 的 每 个 不 可 约 
表示 9, 诱导 出 & 的 一 个 表示 ， 根 据 $ 158, 后 者 完全 分 解 成 一 些 
一 级 表示 。 其 方 阵 系数 为 四 次 单位 根 。 表 示 方 阵 的 迹 是 对 角 线 元 
素 之 和 ,因而 是 一 些 wm- 次 单位 根 的 和 , 即 
(9) X(a) = bt C+ + br, 

其 中 为 一 m- 次 本 原单 位 根 ， 
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其 它 特征 标 关系 


” 设 Se) 为 群 元 素 < 在 正则 表示 之 下 的 迹 , 因 为 正则 表示 包含 
不 可 约 表示 9, 恰恰 ,次 , 故 必 有 | 
SCc) = > nx,(e). 


可 是 另 一 方面 , 迹 S(e) 是 可 以 直接 计算 的 ; 群 元 素 04,…,04 组 
成 正则 表示 空间 。 的 一 个 基 , 并 且 | 

Ca dg. 
只 有 当 < 等 于 群 中 的 单位 元 1 时 才 会 出 现 i ==%, 而 在 这 一 情况 
之 下 每 个 i 都 等 于 相应 的 *， 因 此 我 们 有 
SC(1)= 二 1， S(c) 二 0， 对 c 关 1， 


. . 0， 对 < 一 1， 
(10) 2 Xe) =-{ 对 < 天 1 
将 式 48) 对 一 切 > 求 和 ,并 利用 式 (10), 即 得 : 
(11) hah, >, X,(a)X,(b) 一 gush, 


数 gas 说 明 , 有 多 少 次 从 见 . 中 取 一 元 素 , 从 多 -中 取 一 元 色相 乘 
之 积 ab 等 于 1。 如 果 没 有 一 对 互 逆 的 元 素 分 别 包 含 在 名 和 贸 ， 
之 内 ， 那 么 这 个 数 就 等 于 零 ; 如 果 存 在 这 样 一 对 元 素 ， 辟 如 说 
b 一 a 那么 对 mR, 中 任意 元 素 a 一 cac™!, ,包含 着 它 的 逆 元 
一 6 一 一 cpc-, 因此 我 们 有 

gob 一 h, = h,. : 
这 样 一 来 ,将 (11) 除 以 h 即 得 
h, x RR, 一 Rt, 
0， 对 只 到 R01。 《第 三 特征 标 关系 ) 


(12) ho PIXE) = | 
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当 4 一 1 工时 ,作为 一 个 特例 可 重新 得 出 (10 ) 
现在 假设 ae 是 所 有 共 簿 类 的 一 个 代表 系 。 命 
; 一 Xs an), 


p h _ 
Tw 一 an 一 Xe 


关系 式 (12) 表 明 方 阵 X = (No) 和 Y 一 (ww) 是 互 逆 的 : 


(13) YX 一 或 Y= X-! 
由 (13) 立 得 
| XY = E, 
具体 写 出 来 就 是 
1 1 ， 对 yk, 
(14) I 3 ACAOES | 0 


其 中 a 遍历 所 有 共 罗 类 的 一 个 代表 系 。 如 果 命 a 遍历 所 有 群 元 
素 ,那么 就 必须 去 掉 因 子 h。， 由 此 即 得 出 特征 标的 正 交 性 。 
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特别 , 如 果 4 一 0, 即 X 为 单位 表示 的 特征 标 为 ， 则 由 (15) 可 得 


h， kL 一 0， 
xD 人 
a 0， 对 pp 关 0, 


方 阵 XX 和 Y 互 逆 这 一 事实 可 以 利用 来 计算 宕 等 中 心 元 素 。， 
， 6:。 这 些 元 素 生 成 "中 的 双边 单 理想 。 事 实 上 ,根据 $ 156 可 
知 , 中 心 3 的 基 元 素 如 有 表达 式 
一 之 e,Q, Ra) 一 2 wn 0). 
本 并 《wa) 并 对 一 切 共 斩 类 R, 求 和 ,可 得 
2) ko Kia) ”ca 一， 


下 


第 四 特征 标 关 系 ) 
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沪 


Cy 一 >, ks -2 X ,人 ea)。 
“Ra A 
文献 。 关于 有 限 群 表示 理论 的 一 个 不 以 超 复 系 理论 为 基础 的 叙述 ， 可 


参看 I. Schur, Neue Begriindung der Theorie der Gruppencharaktere, Stizungs- 
ber,” Berlin,， 1905，406。 这 一 理论 对 无 限 群 的 推广 友 J. VYV.。 Neumann. 
Almost periodic functions in groups, Trans. Amer. Maih. Soc., 36 (1934). 
关于 进一步 的 文献 可 参看 B. L. Van der Waerden, Gruppen von linearen 
Transformationen, Ergebn,. Maith., IV 2, Berlin, 1935, z 


$ 161. 对 称 群 的 表示 ! 


我 们 游 虑 a 个 文字 1 2, "**, 因 的 全 部 置换 所 组 成 的 群 S,, 并 设法 找 
出 这 个 群 在 ， 辟 如 说 ， 全 部 代数 数 所 组 成 的 域 9 中 的 一 切 绝对 不 可 约 表示 . 
下 面 的 研究 将 要 表明 ,这 些 表示 都 是 有 理 的 ,也 就 是 说 ,它们 都 可 以 在 有 理 数 
域 工 中 写 出 来 。 

我 们 从 群 环 5 = 59 十 …. 二 sm2 出 发 ,并 考虑 它 的 左 理 想 。 每 个 这 样 
的 左 理想 都 是 一 些 极 小 左 理想 的 直 和 , 后 者 给 出 G。 的 不 可 约 表示 。 由 于 每 
个 左 理想 都 能 由 一 个 过 等 元 生成 ,故我 们 首先 要 设法 找 出 守 等 元 , 

我 们 把 文字 1, 2，. ……，?” 按 任意 顺序 一 行 接着 一 行 地 排 成 和 行 (4 也 是 
任意 的 ), 使 得 在 第 v 行 中 出 现 m 个 文字 ,并 且 条 件 

xi 衬 aa 空 … 人 兰 Cp9 

wy | 


内 
> =n 


Ye fl 


成 立 ， 把 这 个 行 中 的 第 一 个 文字 一 个 接着 一 个 地 排 成 一 列 ,然后 再 把 各 行 
中 的 第 二 个 文字 一 个 接着 一 个 地 排 成 一 列 , 余 此 类 推 ， 也 就 是 把 全 部 文 宇 排 
成 下 面 所 示 的 图 式 ,其 中 的 点 代表 文字 : 


(ai， cz Cs) 一 (3, 2， 2)， 2 一 7。 


1) 本 节 中 所 给 的 证 明 较 之 弗 罗 比 尼 乌 斯 (Frobenius) 的 理论 (Sitenngsber. Berlin 


1203，328) 已 大 大 化 简 。 这 个 证 明 是 J]。V。 诺 伊 最 CNeumann) 先 生 口 头 通知 
作者 的 , 谨 此 致谢 。 
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文字 1, 2,**">7 的 这 样 一 种 安置 称 为 一 个 图 式 Zu, 足 标 C 代表 数列 (ci， 
Qs 04)。 各 个 可 能 的 足 标 a 可 按照 如 下 的 方式 来 编 序 : 即 > 8, 如 条 
第 一 个 不 等 于 零 的 差 a, 一 B, 是正 的 。 举 例 来 说 , 当 w = 一 5 时 有 
(5)>(4,1)> (3 2)> (3 1 1)>(2, 2 1)>(211,1)>(1，1)1)1) 

当 一 个 图 式 给 定时 ,我 们 命 二 表示 所 有 那样 的 置换 ， 它 们 只 在 图 式 中 每 一 个 
行 之 内 置换 名 个 文字 ,但 保持 每 个 行 不 变 ; 而 用 4 表示 那样 的 置换 ， 它 们 只 
在 匀 式 中 每 个 列 之 内 置换 各 个 文字 。 对 每 个 4, 我 们 命 04 等 于 数 十 1 或 一 1， 
伐 9 为 侦 置 换 或 奇 置换 而 定 。 如 果 :是 任意 置换 ， 我 们 命 ;24 表示 图 式 3 
经 受 置换 :的 作用 所 得 到 的 那个 图 式 ， 容易 看 出 ， 如 有 果 4 使 得 za 的 各 个 列 
不 变 , 则 er 使 sz64 的 各 个 列 不 变 , 反 之 亦 然 。 最 后 ,对 每 个 固定 的 Ze 我 们 
(在 群 环 5 内 ) 命 


Sa 一 >, ps 

da = >, aq0s. 
不 难 验 证 下 面 的 规则 成 立 : 
(2) | Pa = Sap = Sa) 
(3) 2 Aag0¢ = ghAa0s 一 Aa, 


由 (2) 和 (3) 容 易 推出 , 5。 和 44 乘 上 一 个 适当 的 因子 万 之 后 是 圭 等 的 。S< 和 
4a 的 进一步 的 代数 性 质 可 由 下 述 组 合 引 理 推出 : z 

友 2。 和 268 是 如 上 所 述 的 两 个 图 式 ， 并 且 a 宇 B。 如 果 出 现在 
2 中 同一 行 之 内 的 任意 两 个 文字 在 26 中 不 出 现 于 同一 列 之 内 ， 那 
么 必 有 ww 一 6, 并 且 图 式 39 可 由 图 式 2 经 过 一 个 形 为 pq 的 置换 
的 作用 得 出 : : 

paZa = Zp. 

(这 里 记号 p 和 ag 是 相对 于 Sa 来 说 的 , 风 p 使 Za 的 行 不 变 ,9 使 3 的 列 不 变 )， 

证 . 由 wx 兰 6 可 推出 ww  B;,。 在 24 的 第 一 行 中 有 个 文字 .。 如 果 
这 上 综 文 字 在 3p 中 出 现 于 不 同 的 列 ， 那 么 Zp 至 少 要 有 w 个 列 才 行 ,因此 
2 到 68, 从 而 有 a = 8,。 经 过 一 个 使 38 的 列 不 变 的 置换 qi 之 后 ， 可 使 这 
些 文字 全 都 出 现在 28 的 第 一 行 之 内 。 

现在 由 a 三 8 可 推出 a; 兰 8,。 事实 上 ,在 24 的 第 二 行 中 有 w 个 文字 . 
如 未 这 些 文字 在 4 Zp 中 出 现 于 不 同 的 列 ， 那 么 4, 38 中 除 掉 第 一 个 行 之 后 
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至 少 应 有 w 个 列 , 因 为 这 个 文字 中 一 个 也 不 会 出 现在 4 Zp 的 第 一 行 中 . 
由 此 即 知 @ 三 6,， 从 而 有 & = 6,。 经 过 一 个 使 得 9 28 的 各 个 列 以 及 它 的 
第 一 行 不 变 的 置换 9 之 后 ,可 也 使 这 些 文字 都 出 现在 28 的 第 二 行 之 内 ， 

如 此 进行 下 去 ,可 得 出 一 个 图 式 9 3p 二 q;，** 4191 2p， 它 的 各 行 和 Zo 
的 各 行 所 含 文字 相同 。 因 此 我 们 可 以 用 一 个 置换 p 将 Za 变 成 4 3p: 

2 Zp = p Ea, 

置换 4 = 49.…* 9291 使 得 8 的 列 不 变 ， 因而 也 使 得 q2p = pza 的 列 不 
变 。 因 此 对 适当 的 4 有 


4 = pq !p!, 
从 而 
pa pp Zp Poay 
之 B 一 pa ba, 证 毕 。 
由 这 个 组 合 引 理 首 先 可 以 推出 
(4) ApSa 一 0， 如 果 a>8B, 


事实 上 ,如果 “> 8, 那么 由 组 合 引 理 可 知 , 必 有 一 对 那样 的 文字 ,它们 在 
za 中 属于 同一 行 而 在 28 中 属于 同一 列 。 如 果 + 为 交换 这 两 个 文字 的 对 换 ， 
则 由 (2) 和 (3) 立 得 . 

ApSa 一 4pBpt Sa 一 一 48Sa， 
由 此 即 得 (4). 
同样 可 证 : z 
SaAp 一 0， 如 及 cxc>8. 
此 外 ,由 48 经 任意 置换 * 变形 所 得 的 元 素 也 应 被 Se 所 零 化 : 
Sar4p = 一 0 如果 wx>8， 
因为 :48;-! 仍旧 是 一 个 4s, 只 不 过 它 是 属于 变换 了 的 图 式 :ze 而 已 将 上 
式 右 乘 :9 并 对 5 中 一 切 : 求 和 , 即 有 
Sa(2:50)48 = (0) 
或 


(5) Sa0dAp = (0) («a>8), 
这 谨 是 说 , 当 6<a 时 左 理想 04g 被 se 所 零 化 ,或 者 说 :在 由 048 所 给 出 的 
表示 之 下 ， 54 被 揣 成 零 . 与 此 相反 ， 5a4a 关 0, 因为 在 乘积 5a44 中 单位 元 的 
系数 不 等 于 零 。 这 就 是 说 ， 在 由 044 所 给 出 的 表示 之 下 Sa 不 被 映 成 零 . 因 
此 ， 这 个 表示 至 少 应 包含 一 个 不 出 现在 任何 04g (8<w) 之 内 的 不 可 约 组 成 
部 分 。 下 面 我 们 要 确定 这 样 一 些 不 可 约 组 成 部 分 。 
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根据 (2) 和 (3)，, 元 素 So4a = 之 之 5404 具有 性 质 
padag0y —= Sada 


现在 我 们 证 明 , $。4。 除了 相差 一 个 常数 因子 之 外 乃 是 群 环 中 具有 这 一 性 质 
的 唯一 元 素 。 我 们 证 明 : 群 环 o 中 一 个 具有 人 性 质 


(6) paq04 二 4 《对 一 切 p, 4) 
的 元 素 e， 必 具有 形式 (sa4a) 7。 
证 . 设 
(7) a= Ys | (Y, € 0), 
以 (7) 代 入 (6) 可 得 
(8 ) >, $7, 二 之 psa0ars 
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左 端 只 有 一 个 带 p9 的 项 ; 即 pa7ypg， 行 时 入 和 4 有 一 个 这 样 的 项 ; 即 根 当 于 * = 1 
的 那 一 项 。 比 较 系 数 得 
yo 一 Oo7， 。 
现在 我 们 取出 一 个 不 能 表 成 pq 这 种 形式 的 :来 。 这 时 :Zo 不同 于 一 切 
Pq za 因而 根据 组 合 引 理 必 可 找到 两 个 文字 5 和 A 它们 在 2 中 属于 同一 
行 ， 而 在 s26 中 属于 同一 列 。 如 果 命 1 表 这 两 个 文字 的 对 换 : : = (大 ) ， 则 
# 一 6 只 交换 文字 和 于 7， s-', 而 这 两 个 文字 在 :-'s 34 = 2 中 是 属于 同 
一 列 的 。 因 此 上 是 一 个 置换 p, 而 上 是 一 个 置换 49, 因而 在 (8) 中 我 们 可 以 命 
二 1， 4 二 二。 这样 一 来 ,对 我 们 所 取 的 这 个 * 来 说 ;就 有 


ps4 = ts ts = $, 


0¢ 二 一 1, 
比较 (8) 式 中 两 端 : 的 系数 ,就 得 
7 一 一 ?7 一 0 
由 此 可 见 ,(7) 式 中 只 出 现 * = pg 的 项 ,其 系数 为 7, = 047,、 亦 即 
& 一 之 PadaY, = (SaAa) 7 证 毕 。 


由 以 上 所 证 立即 可 以 推出 ， 对 5 中 任意 元 素 5 元 素 S264。 具有 形式 : 
(Sa4a)7, 因 为 对 任意 zz 和 4 我们 有 
PSab Aaqg0, = Sab Aa, 
因此 我 们 有 : 


Sa0Ada 宇 (Sada) 20, 
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命 Sede = 1。， 则 有 
(9) 1-01. 三 So4.C1。9. 

现在 我 们 断定 ,pie 是 一 个 极 小 左 理 起。 事实 上 ， 如 果 1 为 v1s 的 一 个 子 
理想 : 则 由 (9) 可 得 

1 .11,.9, 
但 1.9 是 一 个 单项 的 ,因而 也 是 极 小 的 89- 模 , 故 必 有 
I 二 1.0 成 Ll = (0). 

在 第 一 种 情形 下 ,我 们 有 or。 = or = 091s{Cl. 从 而 1 = of。 在 第 二 种 情形 
下 有 了 守 ols1 = {0}, 但 5 中 除 (0) 之 外 没有 军 零 理想 , 故 必 有 1 = 二 (0). 

当 a>B6 时 , 极 小 左 理想 01。 和 ols 不 可 能 算 子 同 构 。 事实 上 ， 当 <c>6 
时 由 45) 可 得 

Su018 一 SaDSgAg SSo0dAg 一 人 07。 . 
因此 ,对 任意 4 € ole 有 
z Sa 二 0, 
如 果 of 全 os， 那么 对 任意 4€ ol 也 应 有 
Sa 一 0. 

可 是 这 一 事实 对 4 = 1。 = Sod。 就 不 成 立 , 因 为 我 们 有 334。 = f.5.4, 半 0. 

每 个 左 理想 91 给 出 一 个 不 可 约 表示 驴 。, 并 且 根 据 以 上 所 证 , 由 不 同 的 
a 所 得 到 的 表示 多 。 互 不 等 价 、 

这 样 找 出 来 的 苞 。 的 个 数 等 于 .(1) 的 解 的 个 数 。 另 一 方面 , 这 种 解 的 个 
数 同 时 也 是 共 斩 置 换 类 的 个 数 , 因 为 每 个 共 斩 置 换 类 都 是 由 一 切 能 表 成 具有 
一 定 长 度 wx，…， % 的 轮换 之 积 的 置换 组 成 的 ， 而 这 些 长 度 可 按 (1) 中 的 方 
式 排 成 顺序 。 可 是 我 们 知道 ,全 部 互相 不 等 价 的 表示 的 个 数 等 于 共 轿 置换 类 
的 个 数 ， 因此， 表示 允 。 在 等 价 的 意义 之 下 穷尽 了 群 GE。 的 一 切 不 可 约 表 示 ， 

在 上 面 的 一 切 论 证 中 , 左 理想 vol。 是 由 一 种 有 理 的 方式 决定 的 ， 由 此 即 
得 出 不 可 约 表示 (及 其 畦 征 标 ) 的 有 理性 . 


3 162. 线性 变换 半 群 


我 们 从 一 个 基 域 P 出 发 , 并 考虑 一 组 线性 变换 ， 其 方 阵 系数 
或 者 属于 P 本 身 , 或 者 属于 P 的 一 个 扩 域 4， 这样 一 组 线性 变换 
称 为 一 个 半 群 ， 如 果 它 在 包含 任意 某 两 个 变换 的 则 时 也 包含 着 二 
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者 的 乘积 ， 一 组 线性 变换 的 线性 包 由 这 组 线性 变换 的 一 切 可 能 的 
线性 组 合 组 成 ,此 种 线性 组 合 的 系数 取 自 子 . 在 下 面 我 们 只 考虑 那 
样 的 线性 变换 组 , 它 只 包含 有 限 多 个 在 P 上 线性 无 关 的 变换 ， 因 
而 它 的 线性 包 在 P 上 的 秩 是 有 限 的 。 在 这 一 假设 之 下 , 一 个 半 群 
的 线性 包 就 是 P 上 的 一 个 有 限 秩 代数 %。 这 个 代数 中 的 每 个 元 素 
都 是 一 个 线性 变换 。 这 就 是 说 , 我 们 在 一 个 忠实 表示 的 形式 之 
下 给 出 了 一 个 代数 外. 

我 们 感到 兴趣 的 主要 问题 是 ， 当 我 们 作 域 A 的 扩张 时 ， 一 个 
不 可 约 的 表示 多 将 按 怎 样 的 方式 进行 分 解 2 

我 们 永远 假定 ,表示 9 不 包含 零 表示 作为 组 成 部 分 . 

下 面 的 两 个 定理 对 整个 理论 具有 基本 的 意义 : 

1. 如 有 果 表 示 名 完全 可 约 , 则 代数 红 是 半 单 的 ， 

2. 如 灯 角 示 避 是 不 可 约 的， 或 者 可 以 分 解 成 彼此 等 价 的 不 可 
约 组 成 部 分 , 则 叶 是 单 的 ， 

1 的 证 明 .。 设 吕 为 站 的 根 ,那么 名 中 的 元 素 在 每 个 不 可 约 表 
示 之 下 被 映 成 零 ， 由 于 9 为 忠实 表示 , 故 有 RR 二 0. 

2 的 证 明 . 代数 % 必然 是 半 单 的 , 即 af 可 表 成 一 些 单 代数 的 
直 和 : 半 二 a 士 … 十 a%。 根据 4155, 在 % 的 一 个 不 可 约 表 示 
之 下 ,除了 一 个 % 之 外 ， 所 有 a 都 被 映 成 零 。 当 我 们 所 考虑 的 不 
是 一 个 不 可 约 表示 ,而 是 把 同一 不 可 约 表示 重复 若干 次 时 ,这 一 情 
况 亦 不 改变 。 如 果 表 示 是 忠实 的 ,那么 就 只 可 能 有 一 个 a, 亦 即 %| 
为 单 代数 . 

由 定理 1 立即 得 出 伯 轧 赛 德 (Burnside)》 的 一 个 定理 以 及 费 兄 
比 尼 乌 斯 和 舒 尔 (Schur) 对 这 个 定理 所 作 的 推广 : 

伯 思 赛 德 定 理 . 在 一 个 绝对 不 可 约 的 了 阶 方 阵 半 群 中 恰 有 
2 个 线性 无 关 的 方 降 ， 
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推广 。 如 果 一 个 方 阵 半 群 在 域 和 AA 中 分 解 成 绝对 不 可 约 的 组 
成 部 分 ;其 中 恰 有 * 个 互 不 等 价 的 组 成 部 分 ,而 它们 的 级 数 分 别 为 


Ni,“**, 1,, 那么 这 个 半 群 丛 包 含 
好 十 友 十 .十 妈 
个 在 A 上 线性 无 关 的 方 阵 ， 


推广 定理 的 证 明 . 在 域 4 上 作出 的 这 个 半 群 的 线性 包 万 是 
4 上 阶 为 mm， 2 ……，7 的 * 个 全 阵 环 的 直 和 。 因此 它 在 4 上 的 
秩 等 于 双 十 好 十 … 十 吗 . 

其 次 ,在 一 个 特征 为 零 的 域 上 ,还 有 下 面 的 迹 定 理 成 立 : 

如 到 两 个 元 全 可 约 半 群 的 方 阵 之 间 存 在 一 个 保持 来 法 的 1-1 
对 应 (或 者 更 广 一 点 ,如 果 这 两 个 半 群 可 以 看 成 同一 抽象 半 群 的 两 
个 表示 ), 并 且 相 应 的 方 阵 有 相同 的 迹 ,那么 这 两 个 半 群 (这 两 个 表 
示 ) 等 价 . 

证 。 将 两 个 半 群 中 相互 对 应 的 方 阵 4 和 五 相 并 列 : 
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外 得 出 一 个 新 的 完全 可 约 半 群 8。 这 个 半 群 的 线性 包 是 一 个 代数 


A。 代 数 % 中 的 元 素 力 是 方 阵 (1) 的 线性 组 合 ,因而 可 按 同 一 方式 “ 


分 解 成 两 个 部 分 , 其 中 每 一 部 分 给 出 % 的 一 个 表示 ， 这 两 个 表示 
的 迹 力 是 原 有 的 方 阵 4 和 8 的 迹 的 线性 相合 ,因而 是 彼此 一 致 的 ， 
由 此 ($ 157) 即 可 断定 , % 的 这 两 个 表示 是 等 价 的 ， 这 就 证 明了 我 
们 的 断言 . 

如 果 4 二 P, 那么 根据 $ 155 立即 可 知 定理 1 和 2 的 逆 也 成 
立 .。 如 果 4 为 了 的 一 个 真 扩 域 ,那么 

1a. 如 果 外 是 半 单 的 而 A 在 PP 上 可 分 ， 那 么 中 在 在 中 的 每 个 
表示 名 是 完全 可 约 的 ， 
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2a, 如 果 外 是 P 上 的 中 心 单 代数 ， 那 么 外 在 A 中 的 每 个 表示 

9® 分 解 成 一 些 相 互 等 价 的 组 成 部 分 
”证 ， 根据 $ 154, % 在 A 中 的 每 个 表示 ,可 由 XX 4 的 一 个 

表示 给 出 。 如 果 外 是 半 单 的 , 而 4 在 P 上 可 分 ， 那么 根据 $ 153， 
4 x 4 也 是 半 单 的 ， 因 而 % xx A 在 4 中 的 每 个 表示 是 完全 可 约 
的 。 如 果 拉 是 PP 上 的 中 心 单 代 数 ， 那 么 再 一 次 根据 $153 可 知 ， 
Af x A 也 是 单 代数 , 因而 % x 4 在 4 中 的 每 个 表示 可 分 解 成 彼此 
等 价 的 不 可 约 组 成 部 分 。 这 样 就 证 明了 上 面 的 两 个 断言 . 

如 果 一 个 半 群 的 线性 包 是 P 上 的 中 心 代数 , 即 线性 包 的 中 心 
等 于 基 域 P, 我 们 就 说 这 个 半 群 是 P 上 的 中 心 半 群 . 

注意 到 前 面 已 经 证 明 的 定理 1 和 2. ,可 将 1a 和 2a 改 述 如 下 : 

lb. 域 P 中 的 一 个 完全 可 约 线性 变换 半 群 在 基 域 P 的 每 个 可 
分 扩张 之 下 仍 是 完全 可 约 的 ， 

2b. 域 耻 中 一 个 中 心 线性 变换 半 群 在 基 域 P 的 任意 扩张 之 下 
仍 是 不 可 约 的 ;或 者 分 解 成 彼此 等 价 的 不 可 约 组 成 部 分 。 

完全 象 lb. 一 样 可 以 证 明 | 

ic. 如 果 P 中 一 个 完全 可 约 线 性 半 群 的 线性 包 的 中 心 可 表 成 
若干 个 在 P 上 可 分 的 域 的 直 和 , 那么 这 个 半 群 在 基 域 的 任意 扩 
张 之 下 有 太 完 全 可 约 的 . 


$ 163. 双 模 与 代数 之 积 


在 $154 中 我 们 已 经 注意 到 ， 超 复 系 6 在 一 个 包含 着 基 域 P 
的 域 K 中 的 每 个 表示 ， 可 由 超 复 系 Sk 的 一 个 表示 给 出 ， 用 表示 
模 的 语言 叙述 出 来 ,这 就 是 说 ,每 个 以 6 为 左 算 子 区 , K 为 右 算 子 
区 的 模 也 可 以 看 成 一 个 5g- 左 模 。 证 明 是 这 样 给 出 的 ， 即 当 我 们 
命 人 一 ciP 二 .十 asP, 从 而 Skgk 一 4 发 十 .… .十 2 术 时 ， 用 
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Sx 中 一 个 元 过 去 左 乘 模 中 元 娄 x 的 运算 由 公式 
api 十 … 二 aks) = dddki 十 -十 a,Ukn。 
定义 ， 要 验证 6x- 模 的 运算 规则 成 立 是 很 容易 的 ， 只 是 在 证 明 结 
合 律 : 
(be = ben) 
时 ,必须 利用 下 的 可 交换 性 : 如 果 靖 一 ar1,c 一 42k2.《 只 要 考虑 
这 两 个 特例 就 够 了 ), 则 结合 律 可 由 下 列 关系 式 中 得 出 : 

ag1 * a82)U -= (Aiakik2) = (qa2) ul Kika), 

‘ak ak * H) = qari auks) 一 a auk, KI = (a142) ul Koki ), 
由 于 kkz 一 kzk1, 故 最 后 所 得 的 两 个 表达 式 是 相等 的 . 

当政 为 一 体 , 或 者 更 广 一 点 , 当 玫 为 任意 环 时 ,也 可 以 得 出 类 
似 的 情况 。 其 办 法 是 先 构造 出 下 的 逆 环 , 即 与 长 反 同 构 的 一 个 环 
R 、 如 果 术 是 PP 上 的 一 个 代数 , 那么 KK' 也 是 了 上 的 代数 ; 如 果 
KK 为 一 体 ,那么 下 "也 是 一 体 . 

我 们 有 下 面 的 结论 . 

每 个 以 旺 为 左 算 子 区 , 民 为 右 算 子 区 的 模 可 以 看 成 一 个 (EX 
R )- 左 模 . 

证 明和 前 面 一 样 . 设 65 一 aiP 十 .…' 十 aP, 从 而 EXK'= 
aaK’ 十 …' 十 asK'， 定义 : 
(1) (Cari 十 "十 qsk,)u 二 pp aM 
模 的 一 切 运算 规则 都 很 容易 验证 。 结 合 律 (5c) = 6bCeu) 可 以 证 
明 如 下 : : 

ag’ * ask’ ) 一 (a1g2kik2)u = ( ara2) ul kk ), 

(ar) qa * #) 一 argi amk2) 一 a qk) ts = (ara) ul kes), 

用 同样 的 办 法 ,也 可 以 反 过 来 通过 定义 we = xz 把 每 个 (Sx 
K')- 左 模 看 成 一 个 6- 左 , KK- 右 模 ， 并 且 彼 此 同 构 的 (SXK')- 左 
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模 给 出 同 构 的 双 模 ,反之 亦 然 

这 个 事实 有 着 多 方面 的 应 用 。 从 现在 起 我 们 总 是 假定 民 为 P 
上 的 一 个 可 除 代数 , 6 为 P 上 一 个 具有 单位 元 的 单 代数 ， 并 设 两 
个 代数 全 和 区 中 至 少 有 一 个 是 P 上 的 中 心 代 数 。 这 时 由 $ 153 
可 知 , 积 6 x K' 是 单 代数 . 根据 $ 155, 所 有 单 (6 x K')- 左 模 
彼此 同 构 ， 并 且 全 都 同 构 于 6 x K’ 中 的 极 小 左 理 想 ， 因此 ， 所 
有 (S- 左 ,KK- 右 ) 双 模 彼 此 同 构 ， 由 此 即 知 : 

GS 在 区 中 的 一 切 不 可 约 表示 彼此 等 价 ， 

由 于 6 是 单 代数 , 故 所 有 这 些 表示 都 是 忠实 的 。 每 个 这 样 的 
表示 都 把 6 同 构 地 映 成 全 阵 环 K, 中 的 一 个 子 环 >。 每 两 个 这 样 
的 表示 s-> 5S; 和 s 一 S (它们 把 6 分别 映 成 台 和 5) 是 等 价 的 ， 
因此 , 根据 $ 136, 可 找到 一 个 不 依赖 于 * 的 方 阵 9, 它 把 5, 变 成 
S52: z 
(2) S 一 0 310， 

由 此 很 容易 得 出 自 同 构 定理 如 下 : 

芭 21 和 ,是 中 心 单 代数 长, 中 的 两 个 彼此 同 构 的 单子 代数 ， 
那么 中 和 史 之 间 的 任何 一 个 同 构 对 应 ， 如 果 它 使 得 基 城 中 的 每 
个 元 素 不 动 的 话 , 都 可 由 政 , 的 一 个 内 自 同 构 , 即 形 如 (2) 自 同 构 请 
导出 来 ， 

事实 上 ， 每 两 个 这 样 的 子 代数 站 和 3, 永远 可 以 看 成 同 一代 
数 6 的 两 个 表示 。 如 果 这 两 个 表示 可 约 的 , 那么 由 于 它们 的 级 数 
同 为 +, 它们 必 分 解 成 同样 多 个 不 可 约 组 成 部 分 。 由 于 这 些 不 可 
约 组 成 部 分 彼此 等 价 , 故 原来 的 两 个 表示 等 价 . 

作为 一 个 特例 我 们 有 下 夯 的 结论 : 

K, 的 每 个 自 同 构 , 如 果 它 使 中 心 下 的 元 素 不 动 的 话 ， 都 是 一 
个 内 自 同 构 ， 
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在 下 文中 每 当 我 们 讲 到 具有 单位 元 的 代数 的 同 构 或 自 同 构 的 
时 候 ， 所 指 的 永远 是 那样 的 同 构 或 自 同 构 ,它们 使 基 域 P 中 的 元 
到 不 动 。 一切 内 有 目 同 构 永 远 是 属于 这 一 类 的 ， | 

现在 仍 假定 为 P 上 的 一 个 单 代数 , KK 为 P 上 的 可 除 代 数 ， 
并 设 两 个 代数 S 和 KK 中 有 一 个 是 P 上 的 中 心 代数 ,这 时 SXxKK' 是 
单 代 数 ,因而 同 构 于 某 一 体 人 A 上 的 全 阵 环 A,。 现在 让 我 们 来 看 一 
看 ,关于 这 个 体 人 我们 能 说 些 什 么 3 

一 般 地 说 , A 力 是 一 个 单 (S x K')- 模 的 右 自 则 态 环 , 而 根据 
本 六 开 头 处 所 述 , 这 个 单 模 可 以 看 成 一 个 (5- 左 , KK- 右 ) 双 模 沉 . 
CS x KK')- 模 的 每 个 自 同 构 给 出 双 模 哎 的 一 个 唯一 的 自 同 构 , 因 
此 入 同 构 于 双 模 骂 的 右 自 同 态 环 ,而 逆 体 A' 则 同 构 于 双 模 的 
左 目 同 态 环 。 我 们 可 以 直接 把 A’ 和 这 个 左 自 同 态 环 等 同 起 来 . 

如 果 把 双 模 中 看 成 KK 上 的 向 量 空间 ， 则 S 中 的 元 素 a 诱导 
出 这 个 向 量 空间 的 线性 变换 : 
a = Au. 

我 们 已 经 看 到 ， 通 过 表示 a -> 4 可 将 5 同 构 地 上 映 成 KK, 的 一 
个 子 环 ,根据 $ 150, ,on A' 中 元 素 。 乃 是 这 个 
癌 量 空间 中 的 那样 一 些 线性 变换 工 , 它们 和 线性 变换 4 可 交换 ， 

L 4 一 4L， 对 一 切 46E 了 3 

因此 , 环 A 是 3 在 KK, 中 的 中 心 化 子 ， 即 KK, 中 的 那样 一 些 方 
阵 所 组 成 的 环 ,它们 和 3 中 一 切 方 阵 4 可 交换 ， 

这 样 ,我 们 就 得 出 了 : 

积 的 结构 定理 . 设 S 为 域 P 上 一 个 (具有 单位 元 的 ) 单 代 
数 , 长 为 PP 上 的 一 个 可 除 代数 ， 并 设 这 两 个 代数 中 有 一 个 是 PP 上 
的 中 心 代数 , 命 KK' 为 KK 的 送 代 数 ， 那 么 G6 x 区 ' 同 构 于 一 休 人 和 
上 的 全 隆 环 A,。 在 长 中 的 唯一 不 可 约 表 示 将 马上 让 实地 上映 成 
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KK, 中 的 一 个 子 环 有 ,在 民 , 中 的 中 心 化 子 反 同 构 于 A. 

表示 6 -> 卫 的 级 数 即 双 模 吐 在 玉 上 的 秩 ， 如 将 下 看 成 一 
(S x K')- 模 ,那么 这 个 模 在 K' 上 的 秩 也 是 >。 可 是 我 们 可 以 取 
中 为 5 x K’ 的 一 个 极 小 左 理想 1, 因此 这 个 左 理想 的 秩 是 

(I:K ) 一 rz. 

单 环 6S x K' 兰 A, 力 是 z 个 这 样 的 左 理想 的 直 和 ,因此 它 在 
KR 上 的 秩 等 于 ir。 由 此 即 得 出 下 面 的 重要 关系 式 : 
(3) (5:P)= (6:P)= (6 x K':K) = 41. 

如 果 我 们 不 从 S 出 发 ,而 从 出 发 ,不 汐 虑 S x 用 而 演 虑 与 
之 同 构 的 代数 了 x KK', 那么 结构 定理 的 表述 还 可 稍 加 简化 . 我 们 
在 全 阵 环 KK, 中 取 一 子 环 了 , 并 假设 了 中 的 方 阵 构成 一 个 不 可 约 
组 .其 次 , 设 了 下 或 3 是 中 上 的 中 心 代 数 。 这 时 结构 定理 断言 : 

3 X K’ 同 构 于 一 体 人 上 的 全 阵 环 ， 2 在 民 , 中 的 中 心 化 子 反 
同 构 于 A. ZB 在 PP 上 的 秩 等 于 z+， . 

3 为 一 不 可 约 线性 变换 组 这 一 假定 也 是 可 以 去 掉 的 。 由 于 xK 的 单 
性 ,三 在 K 中 的 每 个 方 阵 表示 是 完全 可 约 的 , 并 且 各 个 不 可 约 组 成 部 分 彼此 
等 价 。 因 此 , 了 中 的 方 阵 在 基 的 适当 选择 之 下 可 写成 


A 
(4) | 这 
4 


的 形式 , 其 中 沿 着 主 对 角 线 并 列 着 :个 小 块 4,. 方 阵 4 形成 一 个 不 可 约 组 
z,, 我 们 可 把 上 述 结构 定理 应 用 于 2,，z, 的 中 心 化 子 由 所 有 与 ,中 一 切 方 
阵 44 可 交换 的 方 阵 志 组 成 ,它们 仍 构成 一 个 反 司 构 于 可 除 代数 入 的 可 除 代 
数 入"。 三 的 中 心 化 子 了 由 所 有 方 阵 


7 
(5) 了 -| 。。。。。。。 
Li*» ss 
组 成 ,其 中 Ls 取 自 A'. 因此 TA;。 
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个 难看 出 , 按 元 素 可 交换 的 两 个 环 习 和 了 的 秩 之 间 存 在 着 关系 
(6 ) (Z:P)(T:P) = (K,:P), 
由 (6) 容 易 推 出 , 了 的 中 心 化 子 等 于 了 了。 

这 里 所 建立 起 来 的 , 了 及 其 中 心 化 子 了 之 间 的 对 称 关 系 属 于 “ 仙 罗 瓦 理 
论 的 范围 。 这 一 理论 在 雅 各 布 森 的 Structure of rings 一 书 中 第 Vi 和 第 
VI 章 中 有 一 个 更 一 般 的 处 理 。 


现在 让 我 们 转 到 结构 定理 的 应 用 上 来 . 

1. KK x K’ 的 结构 . 设 KK 为 P 上 的 一 个 中 心 可 除 代 数 ， 这 时 
我 们 可 取 3 一 K, 并 应 用 结构 定理 ， 在 这 一 情况 下 方 阵 的 阶 + 等 
于 1; 了 显然 是 一 个 不 可 约 方 阵 组 , KK 在 民 中 的 中 心 化 于 A 即 KK 
的 中 心 P， 因 此 也 有 A 一 P， 秩 关系 式 (3) 给 出 

(KK:P)7 一 上 

这 样 我 们 就 得 到 结果 : 

K x K 是 基 域 P 上 的 全 阵 环 ， 方 阵 的 阶 等 于 线性 著 
(K:P). 

4 可 除 代 数 中 的 极 大 交 摘 子 体 , 设 收 是 P 上 的 一 个 可 除 代 
数 。 如 果 和 K 本 来 不 是 P 上 的 中 心 代数 ， 我 们 就 命 它 的 中 心包 为 
新 的 基 域 P。 现 设 3 为 K 的 极 大 交换 子 体 。 2 在 区 中 的 中 心 化 
子 即 了 自身 .事实 上 ,如果 8 和 3 中 一 切 元 素 可 交换 , 则 体 3K6) 
将 是 一 个 域 ;但 3 是 包含 在 K 内 的 极 大 的 域 , 故 6 必 属 于 353。 

这 样 一 来 ,我 们 就 有 A 一 3, 因而 Xx K' 是 5 上 的 一 个 全 阵 
还 。 因 此 , 反 同 构 于 了 x K’ 的 环 

xz 一 其 X 了 一 玫 、 
也 将 是 上 的 全 阵 环 , 亦 即 为 KK 的 分 裂 域 , 将 区; 吉成 全 阵 环 
3 的 表示 是 绝对 不 可 约 的 ， 在 $ 153 中 , 我 们 曾经 把 一 个 可 除 代 
数 儿 在 了 的 一 个 适当 的 扩 域 3 中 的 绝对 不 可 约 方 阵 表示 的 级 数 
: 称 为 可 除 代数 及 的 指数 wm， 因此 :一 wm。 而 + 一 1。 秩 关 系 式 
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(ZS:P)=1i= 1, 
因此 我 们 得 到 下 面 的 定理 : 
以 有 为 中 心 的 可 除 代 数 攻 中 的 极 大 交换 子 体 卫 是 用 的 分 弄 
域 , 它 的 次 数 (Z: 中 ) 等 于 可 除 代 数 孜 的 指数 力 ， 
3. 作为 这 个 定理 的 一 个 应 用 ,让 我 们 决定 实数 域 下 上 的 一 切 


P 上 的 交换 可 除 代 数 只 有 P 和 PQ), 即 实 数 域 和 复数 域 . 
在 我 们 假定 ,可 除 代数 孜 是 非 交 换 的 。 设 世 为 尺 的 中 心 ， 而 为 
KK 的 一 个 极 大 交换 子 体 , 则 
P CZE3 CK, (35:2) = m, (K:Z) = m’. 
由 于 KK 是 非 交换 的 , 故 必 有 mm > 1， 忆 和 3 只 可 能 是 P 或 PG)， 
由 于 m 1, 歼 2 取 2; 因此 必 有 
2=PG), Z=P, m= 2. 
由 此 所 要 讨论 的 可 除 代 数 民 之 秩 应 是 m? 一 4， 
根据 自 同 构 定理 , P(i) 的 那个 将 i 映 成 一 的 月 同 构 可 由 长 
的 一 个 内 自 同 构 诱导 出 来 , 即 可 找到 一 个 元 素 , 使 
(7) Rik™! = — 1. 
由 于 《不 属于 (i), 履 必 有 >(R) 二 民 ; 因此 有 KK = PGi,). 由 
《7) 得 
Rk 一 1; 
因此 怀 与 i 可 交换 可 是 已 也 与 外 可 交换 , 故 已 属于 KK 的 中 心 : 
R= a€P. : 
假如 4 宇 0, 则 4 = 如, 从 而 
外 一 六 一 人 一 0 十 0) 一 0， 
R 一 0 一 0 或 8 二 OO 一 0， 
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因而 Ae P. 这 是 不 可 能 的 。 因 此 必 有 4<0, 即 一 一 以 2 关 0). 
将 《 乘 以 实 因子 坟 ! 之 后 可 以 使 得 咏 二 一 1, 而 个 致 改变 以 上 所 
隶 及 的 的 其 它 性 质 。 这 样 一 来 , i 和 多 就 满足 关系 : 
由 一 一 试 ， 
一 hl], 
可 是 这 两 个 关系 恰好 启 划 了 由 元 数 体 ， 因 此 ， 四 元 数 体 乃 是 实数 
域 上 唯一 的 非 交 换 可 除 代 数 。 
同样 可 证 : 有理数 域 T 上 每 个 指数 为 2 的 中 心 可 除 代数 是 一 
个 广义 妈 元 数 人 代数， z 
4, 决定 全 部 有 限 体 ( 即 具有 有 限 多 个 元 素 的 体 》. 
侈 下 为 一 有 限 休 , 世 为 它 的 中 心 ,mr 为 KK 在 Z 上 的 指数 .。K 
中 的 每 个 元 素 都 必 和 包含 在 一 个 极 大 交换 子 体 也 之 内 ， 而 后 者 在 也 
上 的 次 数 等 于 m。 可 是 我 们 知道 , 加 个 元 素 的 徊 罗 瓦 域 乙 的 一 切 
mm 次 扩 域 是 彼此 等 价 的 (事实 上 ,它们 都 是 添加 方程 x*? 二 x, g 一 bm 
的 根 得 到 的 ,参看 $ 40)。 因 此 ， 这 些 极 大 交换 子 体 可 由 它们 当中 
的 某 一 个 ,和 铭 如 说 驴 , 经 过 KK 中 元 素 的 变形 得 到 : 
5 一 此 了 01 
如 采 除 去 下 中 的 零 元 素 不 计 ， 则 KK 成 为 一 群 @, 而 2 成 为 一 子 群 
5, 3 成 为 9 的 共 轿 子 群 x9k~!, 并 且 这 些 共 绒 子 群 合并 起 在 一 起 
能 充满 整个 群 6 (因为 K 中 每 个 元 素 都 包含 在 某 一 3 之 内 )., 订 是 
另 一 方面 ,我 们 有 下 面 的 群 论 定理 : 
引 理 . 有 限 群 色 的 真子 群 纺 和 它 欧 全 部 共 应 子 群 2 不 
可 能 充满 整个 群 @, 
证 . 设 多 和 的 阶 分 别 为 # 和 N, 并 设 9 的 指数 为 j, 则 N= 
1 w。 如 未 s 和， 属于 同一 陪 集 9, 即 * = sh%, 则 
$01 = HHA = 9 


sa 706 名 


由 此 可 见 , 互 不 相同 的 :9:7 的 个 数 最 多 等 于 陪 集 的 个 数 j。 如 采 
这 些 ;9s-' (其 中 也 有 9) 能 充满 整个 6, 那么 它们 必须 互 不 相交 ， 
因为 不 然 的 话 、 它 们 不 可 能 提供 我 们 所 需要 的 NN 一 7. # 个 元 素 . 
可 是 任意 两 个 不 同 的 :$7! 都 共同 包含 着 群 中 的 单位 元 ,它们 不 可 
能 是 互 不 相交 的 。 因 此 我 们 就 得 出 了 一 个 矛盾 . 

在 我 们 所 考虑 的 情况 之 下 , 由 引 理 可 知 5 不 可 能 是 6 的 真子 
群 。 因 此 9 一 6, 从 而 KK = 3 因此 长 是 可 交换 的 。 这 样 我 们 
束 证 有 明了 : 

每 个 具有 有 限 多 个 元 素 的 体 政 是 可 交换 的 ,因而 是 一 徊 罗 瓜 
域 . 


”这 个 导 源 于 麦克 拉 根 - 韦 德 伯 恩 的 定理 的 另 一 证 明 见 E. Witt,，4ABh. 


Math. Sem. Hambnrg, Bad 8 {1931), 413. 


$ 164. 单 代 数 的 分 裂 域 


一 个 单 代数 A 可 视 为 一 个 可 除 代 数 民 上 的 全 阵 环 : 
A = kK.,. 

根据 $ 153, K 的 分 裂 域 周 时 也 是 % 的 分 裂 域 ,反之 亦 然 。 因 
此 ,在 讨论 单 代数 的 分 裂 域 的 时 候 可 以 局 限于 可 除 代 数 狼 ， 其 次 ， 
我 们 可 以 取 KK 的 中 心 作为 基 域 PP: 即 K 是 P 上 的 中 心 代数 ， 

根据 $ 163, KK 的 极 大 交换 子 体 是 的 一 个 分 裂 域 ， 由 此 可 
见 , 代 具 有 一 个 在 P 上 的 次 数 为 有 限 的 分 裂 域 、 因 此 ， 从 现在 
起 我 们 只 限于 考虑 P 的 有 限 扩 域 了。 

根据 $ 163, 每 个 这 样 的 域 了 可 以 不 可 约 地 嵌入 人 K, 中 去 . 
此 我 们 可 以 一 上 来 就 把 看 成 K, 中 的 一 个 不 可 约 方 阵 组 。 现在 
假设 三 是 的 分 玖 域 ,从 而 卫 X 区 ' 为 了 上 的 全 阵 代数 : 

2 XK = 2， 亦 即 A 一 3. 
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逆 环 A' 仍 是 了， 因此 3 的 中 心 化 子 等 于 3。 这 就 是 说 , 本, 中 每 
个 与 中 一 切 元 素 可 交换 的 元 素 包 含 在 3 之 内 ， 由 此 旭 知 ,是 
KK, 中 的 一 个 极 大 交换 子 体 ( 甚 至 还 是 KK, 中 的 极 大 交换 子 环 ). 

反之 ,假设 了 3 为 方 阵 环 KK, 中 的 极 大 交换 子 体 ， 如 果 是 可 的 
的 , 那么 根据 $ 163 中 的 (4), 可 将 中 的 方 阵 4 表 成 子 方 阵 41 的 
并 列 形状 ， 这 些 子 方 阵 4 组 成 一 个 同 构 于 3 的 方 阵 组 总 ， 并 且 
仍 是 极 大 的 。 因 此 ,我 们 可 以 不 失 普 遍 性 ,一 上 来 就 假定 了 是 不 可 
约 的 . 

3 的 中 心 化 子 A' 是 一 个 体 , 它 的 每 个 元 素 6 与 了 中 一 切 元 素 
可 交换 。 如 果 这 样 一 个 元 素 9 不 包含 在 3 之 内 ， 则 3C0) 是 3 在 
KK, 中 的 一 个 真 包 域 ,与 5 的 极 大 性 相 违 、 因 此 必 有 A' 一 3 ， 这 样 
一 来 也 有 和 A 一 了, 亦 即 了 为 KK 的 分 裂 域 ， 

这 样 ,我们 就 得 出 了 分 裂 域 的 如 下 一 个 刻 划 : 

全 阵 环 长, 的 每 个 极 大 交换 子 体 是 区 的 分 到 域 :反之 ,每 个 分 
采 域 可 以 表示 成 《其 至 还 可 以 不 可 约 地 表示 成 ) KK， 的 一 个 极 大 交 
换 子 体 ， 

根据 $163 中 的 (3), 当 3 是 不 可 约 地 嵌 在 KK, 中 时 ， 秩 关 系 式 

(BZ:P)= 1 
成 立 ， 其 中 ， 仍 大 从 在 中 的 绝对 不 可 约 表示 的 级 数 ， 即 * 等 于 
可 除 代数 K 的 指数 m， 因 此 
(2:P)= mr 

由 此 名 知 , KK 的 分 裂 域 马 在 PP 上 的 次 数 永远 是 区 的 指数 的 一 
个 倍数 。 慌 本 身 中 的 极 大 交换 子 体 乃 是 在 已 上 具有 最 小 次 数 入 的 
的 分 采 域 . 

最 后 ,我 们 证 明 下 面 的 定理 : 

P 上 的 每 个 中 心 可 除 代数 区 至 少 有 一 个 可 分 分 裂 域 . 
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为 了 证 明 这 个 定理 ,我 们 要 用 到 一 个 引 理 : 在 一 个 特征 为 
的 域 中 ,每 个 满足 条 件 ,| 


(1) Ar* 二 EL (了 一 单位 方 阵 ) 
的 pf- 阶 方 阵 4 的 特征 多 项 式 ( 参 看 $138) 具 有 形式 ， 
、X(x) 一 了 一 6 


因而 当 pi 这 1 时 ,A 的 这 等 于 替 . 

引 理 的 证 明 . 我 们 可 以 把 5 的 yp 次 根 添 加 到 基 域 中 去 ， 因 
而 可 以 假定 “一 mr*”。 如果 把 4 看 成 一 个 向 量 空间 中 的 线性 变换 ， 
那么 对 任意 向 量 vz 有 

0 一 (4 — N= (A — n= (A ny, 
因此, 根据 方 阵 4 的 初等 因子 的 定义 (§ 137), 所 有 初等 因子 f,(x) 
部 能 整除 (x 一 ?2* ,因而 所 有 初等 因子 都 是 x 一 ;的 容 ， 特征 多 
项 式 X(x) 力 是 初等 因子 的 乘积 ,因而 也 是 (x 一 有) 的 究 ， 但 X(x) 
为 p! 次 多 项 式 , 故 有 
XX) = (x — 7) = xt nt = rt! — p. 

可 分 分 裂 域 存在 性 的 证 明 

设 世 为 KK 的 一 个 极 大 可 分 子 域 , A' 为 ZZ 在 KK 中 的 中 心 化 子 . 
根据 $163 中 的 结构 定理 , Z x K’ 同 构 于 一 全 阵 环 A,, 其 中 人 与 
A' 反 同 构 ，Z x K 的 中 心 是 Z x P = Z, 因为 P 是 KK' 的 中 心 ， 
因此 和 ^ 的 中 心 也 等 于 Z。 可 是 全 阵 环 A 的 中 心 等 于 人 和 的 中 心 ， 
故人 入 的 中 心 等 于 Z, 因而 A' 的 中 心 等 于 芝 Z. 

” 现 设 9 为 A 中 的 一 个 不 属于 乙 的 元 素 , 则 Z(6) 在 乙 上 是 不 
可 分 的 ,并 且 它 在 Z 上 的 简约 次 数 等 于 1, 因为 不 然 的 话 , Z(0) 将 
包含 着 一 个 可 分 子 域 了 DZ。 因此 , 6 满足 一 个 形 为 
(2) 0 一 上，“6EZ， 

的 个 可 约 方 程 。 当 0 本 身 属 于 乙 时 ,这 一 事实 也 成 立 ( 产 一 1). 
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设 3 为 A' 中 的 一 个 极 大 交换 子 体 , 则 在 Z 上 的 的 简约 次 数 
等 于 1, 因而 它 在 Z 上 的 次 数 为 jj，5 是 A' 的 分 裂 域 , 即 A' X 53 
是 上 的 全 阵 环 ,并 且 方 阵 的 阶 数 为 pp， 根据 上 面 所 证 的 引 理 ,如 
果 py! > 1, 则 在 这 一 方 阵 表示 之 下 A' 中 每 个 元 素 的 迹 为 零 ， 事 
实 上 ,如 果 6 的 表示 方 阵 为 4, 则 由 (2) 即 得 方 阵 方程 (1)。A'X3 
中 的 每 个 方 阵 乃 是 A' 中 的 方 阵 的 线性 组 合 ,其 系数 属于 方 阵 环 的 
基 域 3. 因此 ,如 果 p > 1, 则 A' x 5 中 一 切 方 阵 的 迹 都 应 为 零 ， 
而 这 一 点 是 与 A' X 5 为 全 阵 环 这 一 事实 相 违 的 。 因此 唯一 的 可 
能 是 ，p/! 一 1, Z 一 3。 这 就 是 说 , Z 本 身 是 KK 的 极 大 交换 子 体 ， 
因而 是 区 的 分 裂 域 . 


$ 165. 布 放 尔 (Brauer) 群 、 因 子 系 


我 们 把 一 个 固定 基 域 P 上 的 一 切中 心 单 代数 分 成 许多 类 , 凡 
同 构 于 周一 可 除 中 心 代数 攻 上 的 全 阵 环 的 代数 均 归 和 人 同一 个 类 
[K]. 

如 琳 民 与 4 为 两 个 这 样 的 可 除 代数 ， 则 KK x 4 仍 为 P 上 的 
一 个 中 心 单 代数 ($ 153), 因 而 
(1) Kx /AA,. 

由 (1) 可 得 

K,x A=KxP,xAxP,A,xP, 
= AxXxP,xP,= A xP,~= A,. 

因此 类 [K] 中 的 代数 与 类 [4] 中 的 代数 的 一 切 积 属于 同一 个 类 


[A1。 这 个 类 我 们 称 为 类 [KK] 和 类 [4] 的 积 。 其 次 ,由 于 


KxAsAxkK, 
K x (AxXxT)(K x A)xT, 
故 类 的 乘法 满足 交换 律 和 结合 律 。 这 个 乘法 也 有 一 个 单位 元 ， 即 
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基 域 P 的 类 [P]. 最 后 ,每 个 类 [KK] 有 一 个 逆 类 ,这 就 是 反 同 构 于 
K 的 可 除 代数 KK' 所 决定 的 类 和 K']。 因此 ,P 上 的 中 心 单 代数 的 
类 组 成 一 个 阿 贝 耳 群 。 这 个 群 是 由 R. 布 劳 尔 所 首先 研究 的 ,我 们 
称 它 为 布 劳 尔 代数 类 群 。 

以 了 上 同一 域 卫 为 分 裂 域 的 代数 类 , 组 成 布 劳 尔 群 的 一 个 子 
群 .事实 上 ,根据 $ 153, KK 的 一 个 分 裂 域 同时 也 是 整个 类 [KK] 的 分 
裂 域 以 及 它 的 逆 类 [KK&'] 的 分 裂 域 ， KK’ 反 同 构 于 KK, 因而 K x3 
反 同 构 于 用 x 5. 如 果 玫 和 4 同 以 3 为 分 裂 域 , 则 

Kx25,, AXS3Z,, 
因此 
(Kx /A)x SKx5,Kx5xP, 
3, XP= > XP,x PP,e5,, 

这 就 是 说 ,是 积 K x A, 因而 也 是 整个 代数 类 [区 x 4] 的 分 珊 
域 . | 

根据 $ 164 中 最 后 一 个 定理 ， 每 个 布 劳 尔 代数 类 有 一 个 可 分 
分 袭 域 , 臂 如 说 , 域 PL0)。 如果 除 了 9 之 外 还 把 它 的 共 胰 元 素 漆 
加 到 了 上 去 ,那么 就 得 到 一 个 正规 可 分 分 裂 域 3。 根据 $ 164, 这 
个 域 了 可 以 不 可 约 地 表示 为 类 [K] 中 某 一 单 代数 A 二 K, 中 的 极 
大 交换 子 体 . 

现在 我 们 证 明 : 代数 针 是 域 呈 和 它 的 伯 罗 瓦 群 外 在 $144 的 
恋 义 之 干 的 又 积 , 

首先 ,由 $ 164 可 知 ,2 等 于 它 自身 在 站 二 KK, 中 的 中 心 化 子 ， 
也 碗 是 说 , A 中 与 的 每 个 元 素 可 交换 的 元 素 属于 3. 

在 $144 中 我 们 曾经 把 伽 罗 瓦 群 @ 中 的 元 素 记 作 §, T,….…， 
并 用 8 表示 3 中 元 素 6 经 自 同 构 5 作用 所 得 出 的 元 素 ， 乘 积 ST 
仍 由 


ay 了 ll。 


p= (68°) 
根据 $ 163 中 的 自 同 构 定理 , . 自 同 构 $ 可 由 的 内 目 同 构 诱 
导出 来 。 因此 ， 对 6 中 每 个 元 素 5 在 中 可 找到 一 个 可 道 元 素 
us, 使 对 任意 86€ > 有 
us'Bus — Pb’, 
或 z 
(2) Bus = uspb’, 
由 (2) 可 以 看 出 ,元 素 uslusur 与 中 一 切 元 素 可 交换 ,因而 它 
本 喘 属于 5。 命 
usiusur 一 bs,7, 
那么 我 们 就 有 乘法 规则 : 
(3) UStUT 一 UsrOs,7, 
由 于 6s,r 具有 道 元 xiurlusr, 改 8sr 关 0 
这 里 的 式 (22 和 《37 恰恰 就 是 在 $ 144 中 定义 又 积 时 所 用 到 的 
式 (4) 和 (5)。 在 $144 中 我 们 已 经 证 明 ， 由 这 两 个 式 子 就 可 推出 
us 在 了 上 线性 无 关 。 取 53 中 的 元 素 为 系数 作出 来 的 us 的 各 种 线 
性 组 合 


4 一 2) tsps 
S 


构成 % 中 的 一 个 子 环 .对 在 3 上 的 秩 为 因而 它 在 PP 上 的 秩 
为 wr, 其 中 一 (2:P) 为 了 在 P 上 的 次 数 ， 根 据 $ 164, 有 
n= (35:P)= rm 
% 一 K, 在 P 上 的 秩 是 轩 
"(KK:P) = rm? = 12. 
由 于 4 各 有 相 同 的 秩 , 并 且 (包含 着 弛 , 故 应 有 弛 二 外 
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也 就 是 说 , % 是 域 3 和 它 的 伽 罗 瓦 群 的 又 积 ， 
2 一 长 . 可 表 成 又 积 这 一 事实 ,是 由 也 . 诺 特 首先 认识 到 的 , 因 
此 元 素 6s,7 所 组 成 的 系统 465,7} 称 为 代数 有 或 代数 类 [了 1] 的 诺 特 
因子 系 。 显 然 有 下 面 的 定理 : 
代数 所 的 结构 随 着 域 了 及 因子 系 {8szr} 的 给 定 而 唯一 确定 . 
这 个 定理 的 反面 并 不 成 立 。， 当 A 和 3 给 定时 , 虽然 了 到 内 
的 诅 和 人 上 映射 除了 相差 站 的 一 个 内 自 同 构 之 外 是 唯一 确定 的 , 可 是 
元 素 us 并 不 由 这 一 艇 人 所 唯一 确定 ,根据 $ 1434177 它们 可 以 换 
成 
(4) ys 一 Usys (Ys 0), 
作 这 样 一 种 更 换 的 自由 也 就 是 我 们 所 仅 有 的 自由 。 事 实 上 ， 如 果 
元 素 vs 和 元 素 ws 一 样 具 有 性 质 (2): 
bvs = vsp", 
则 元 素 vsus! 和 中 一 切 元 素 8 可 交换 : 
Byusus' = vB us! = vous!p. 
因此 ,如 命 vsus! 一 Ys, 则 Ys 为 了 中 的 元 素 ,并 且 有 
05 一 Yests 
在 $144 中 我 们 已 经 看 到 ,把 ws 更 换 成 vs 时 ,因子 系 16s,7} 就 
过 渡 到 它 的 一 个 相伴 因子 系 {es.r}: 


Yi7 
(5) Es,T 一 > 
Y sT 


人 六 7T。 


因此 ,具有 固定 正规 可 分 分 型 域 卫 的 布 劳 尔 代数 类 [ 政 ] 和 了 中 
满足 结合 性 条件 $ 144(16) 的 相伴 因子 系 的 类 一 一 对 应 ， 

直到 目前 为 止 ， 我 们 都 是 从 一 个 正规 的 分 裂 域 了 出 发 的 ， 根 
据 R. 布 劳 尔 ,也 可 对 单 代数 KK, 的 一 非 正规 分 异域 来 定义 因子 系 ， 

设 A 为 一 个 有 限 分 裂 域 ， 但 不 一 定 是 正规 的 . 设 0 一 0. 为 A 
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的 一 个 本 原 元 素 ， 即 A == PC9), 并 设 ge 一 1 2，……，,2) 为 有 
在 一 个 适当 的 正规 扩 域 3 中 的 共 饭 元 素 。 

在 等 价 的 意义 之 下 , ,在 人 中 只 有 一 个 (绝对 ) 不 可 约 的 方 阵 
表示 。 设 a 一 4 为 这 一 方 阵 表示 ， 并 设 a 一 4, 为 将 域 同 构 0 一 
9。 作 用 于 这 一 表示 中 的 方 阵 的 系数 之 上 而 得 到 的 表示 .由 于 这 些 
表示 彼此 等 价 ( 因 为 在 等 价 意 义 之 下 代数 民 , 在 了 中 也 只 有 一 个 不 
可 约 表 示 ), 故 可 找到 方 阵 Pog 将 表示 4。 变形 成 表示 4p: 

(6) As. = PepAgPsl. 

方 阵 Poe 可 以 取 在 域 PC0。, 0p) 之 内 ,因为 表示 4a 一 4。 和 a 一 > 4p 
在 这 个 域 中 就 已 经 是 等 价 的 。 其 次 ， 我们 还 可 以 这 样 来 选择 Pp， 
使 得 PC9。, 9p) 的 每 一 个 同 构 ,如 果 它 把 元 素 对 0。, 6, 映 成 一 共 斩 
对 09,, 0s 的 话 , 也 把 Pu 映 成 Pj,s。 为 了 这 一 目的 ， 只 要 在 元 素 对 
的 每 个 共 久 拓 中 选 出 一 个 对 a, 8 来 ,就 这 个 元 素 对 作出 Pop, 并 将 
相应 的 域 同 构 作 用 到 Poe 上 去 ,以 定义 其 余 的 Ps. 

现在 我 们 有 

4 一 Popd4pP = PP A, Pap 
一 PupPpyPzH4PuPRHP 
这 就 是 说 ， 方 阵 PusPo;Pzl 和 一 个 绝对 不 可 约 表示 中 的 一 切 方 阵 可 
交换 ,因此 它 必 是 单位 方 阵 互 的 常数 倍 ， 
PopPpyPary 一 Copy 已 
7 {pp — coprPor 

布 荔 尔 因子 系 {cosy} 由 (7) 定 义 。 它 具有 如 下 一 些 性 质 : 

a) Cepy 属于 域 P(p6。， Og, 0.,); 

b) CupyCard ™— CapeCpysd’ 

c) capy 一 cup'r'， 其 中 5 为 域 P (6.， 0s, 9,) 的 一 个 同 构 , 它 
把 6.。 0s, 0; 上 映 成 6.， 0p,, 90, 
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性 质 a) 由 ce 的 定义 中 立即 得 出 ， 性 质 b) 由 方 阵 Pue 的 结 
合 性 推出 ,性 质 c) 由 Ps 在 同 构 $ 作用 之 下 的 动态 推出 ， 

如 果 将 Pus 换 成 Rus Pop, 其 中 不 等 于 零 的 域 元 素 og 满足 方 阵 
Pg 所 满足 的 共 柏 性 条 件 , 则 因子 系 cer 过 渡 到 一 个 相 佳 因子 系 


(8) Capy = ~ Ker Capre 
Ray 


另 一 方面 ,如 果 我 们 将 表示 a -> 4 换 成 一 个 与 它 等 价 的 表示 a 一 
94071, 则 Ps 被 换 成 9,P.97:。 很 容易 验证 ， 在 这 一 更 换 之 下 因 
子 系 cuer 不 发 生 改 变 。 因 此 ,因子 系 copy 在 相伴 的 意义 之 下 由 下 
和 人 所 唯一 确定 . 

我 们 可 以 把 整个 理论 或 者 完全 建立 在 诺 特 因子 系 的 基础 之 
上 ， 或 者 完全 建立 在 布 劳 尔 因 子 系 的 基础 之 上 .可 是 如 果 我 们 将 
丙种 因子 系 同时 并 用 ,并 证 明 二 者 的 同 效 性 ,那么 许多 定理 的 证 明 
将 会 来 得 更 简单 和 更 容易 看 出 其 意义 。 事 实 上 ， 有 一 些 性 质 对 诺 
特 因子 系 比较 容易 证 明 ， 另 一 些 性 质 对 布 劳 尔 因 子 系 比较 容易 证 
明 . 我 们 先 从 布 劳 尔 因子 系 的 一 些 基本 性 质 人 手 . 

如 果 K, 是 基 域 P 上 的 全 阵 环 , 即 K, = P,, 则 可 取 所 有 已, 一 
BE. 这 时 所 有 ceor 等 于 1, 从 而 可 知 : 如 果 一 个 代数 在 基 域 卫 中 
就 已 分 裂 ,那么 它 的 因子 系 与 单位 因子 系 co 一 工 相伴 . 

现在 我 们 找 出 积 KK, x hs 的 因子 系 . 设 a-> 4 为 K, 在 域 A 
中 的 不 可 约 表示 ,5 -> B 为 hs 在 同一 和 中 的 不 可 约 表示 , 那么 只 
要 将 a5 映 成 克 罗 内 克 尔 积 4 x B ($ 160), 就 可 得 出 KK, x hs 的 
一 个 表示 . 只 要 计算 一 下 这 个 表示 的 级 数 ， 就 很 容易 发 现 它 是 绝 
对 不 可 约 的 。 事实 上 , 设 K, 的 绝对 不 可 约 表 示 的 级 数 为 x, hs 的 
绝对 不 可 约 表示 的 级 数 为 wm, 则 ( 据 伯 恩 赛 德 定理 ), K, 的 秩 为 2， 
hs 的 秩 为 m?， 因而 KK, x hs 的 秩 为 wzm?。 但 这 两 个 表示 的 积 表 
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示 的 级 数 为 am, 故 积 表示 的 级 数 与 K, x 4, 的 绝对 不 可 约 表 示 
的 级 数 一 致 ， 
现在 我 们 可 以 计算 积 让, x 4, 的 因子 系 了 . 由 4。 一 Pd4pPo 
和 Bo 一 OABpsOup 可 得 
4 X Bp 一 (Po X 0op)(46 X Bo)CP。X Op)， 
因此 Ps X 02. 即 积 表示 之 间 的 变换 方 阵 ， 同 样 , 由 
PsPgr 一 cogyPory 和 QopQpy 一 daprQay 
可 得 
(Poe X Oup)(Pg, X Opy) 一 cupydopr(P。 X O00,). 
由 此 可 见 , {coprdopy} 是 积 代数 区 , X A, 的 一 个 因子 系 . 

如 果 把 这 一 结果 应 用 于 KK x P, = K, 的 情形 ， 那 么 , 由 于 在 
这 一 情形 下 dsy 一 1, 我 们 就 看 到 ,会 阵 环 区, 和 可 除 代数 区 有 同 
一 因子 系 。 因 此, 如果 把 彼此 相伴 的 因子 系 看 成 相同 的 话 ,每 个 布 
劳 尔 代数 类 对 应 着 同一 个 因子 系 . 

总 结 起 来 我 们 有 下 面 的 定理 : 对 布 劳 尔 代 数 类 群 中 以 和 为 分 弄 
域 的 每 个 元 素 , 在 相伴 的 意义 下 有 一 个 唯一 确定 的 因子 系 {copy} 与 
之 相应 ， 并 且 和 市 劳 尔 群 中 的 单位 元 相对 应 的 因子 系 为 单位 因子 
系 , 和 两 个 群 元 素 之 积 相对 应 的 为 相应 的 因子 系 之 积 . 

现在 让 我 们 来 看 一 看 , 当 一 个 代数 的 分 裂 域 作 扩张 时 , 它 的 因 
子 系 将 按 怎 样 的 方式 变化 . 现在 设 A' = P(6) 为 A 一 P(6) 的 一 
个 有 限 可 分 扩张 。 域 A' 的 每 个 周 构 9 -> 9 诱导 出 域 A 的 一 个 
癌 构 6 一 6。 因此 ,每 个 足 数 % 有 一 个 足 数 w 与 之 相对 应 ， 当 我 
们 从 ' 人 A 过 渡 到 A 时 , K, 在 A 中 的 原 有 表示 a -> 4 仍 可 保持 不 
变 , 因 而 与 这 一 表示 共 思 的 表示 4。 也 将 保持 不 变 ， 这 就 是 说 ， 如 
林 与 足 数 w 相对 应 的 足 数 为 a, 则 有 4 二 4。， 与 此 相应 ， 如 果 
与 足 数 对 a, 8" 相对 应 的 足 数 对 为 a, 8, 则 对 变换 方 阵 Pss 来 说 也 
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有 相应 的 规则 Pig, 一 Ps。 最 后 ,对 因子 系 来 说 , 我 们 得 到 同样 一 
个 简单 的 规则 : 如 果 与 足 数 a, ,7y 相对 应 的 足 数 为 a, 8， 7y， 
也 就 是 说 ,如 果 域 人 的 同 构 9 一 go 0 > 08/, 0 一 0y, 话 时 出 域 
A 的 同 构 0 一 0.,0 一 6, 0 一 0， 则 copy 一 Cepy。 

在 这 一 规则 的 基础 之 上 ， 我 们 永远 可 以 由 一 个 任意 的 可 分 分 
绚 域 和 过 湾 到 一 个 包含 着 和 的 正规 分 裂 域 3 去 。 这 时 3 的 同 构 
0 一 0. 就 是 颁 罗 瓦 群 中 的 元 素 9, 了 7，…':0. 一 05, ps 一 07 等 等 . 
因此 ， 在 这 情形 下 我 们 可 以 用 元 素 $, 7T, R 等 代替 w, 8, 7 来 作 
为 足 标 , 并 将 copy 改写 成 cs,r,x， 在 这 一 新 的 记 法 之 下 , 性 质 c) 表 
现 为 
(9) CY,T,R 一 Cs0,70,R0. 

现在 我 们 可 以 给 出 布 劳 尔 因子 系 与 诺 特 因子 系 之 间 的 关 系 
了 . 为 此 我 们 计算 本 节 开 头 处 所 定义 的 叉 积 攻 , 的 布 劳 尔 因 子 系 ， 
并 证 朋 它 除了 记 法 上 有 所 不 同 之 外 ,是 和 诺 特 因子 系 相 一 - 致 的 . 

如 霖 把 人 K, 本 身 看 成 上 的 一 个 表示 模 ， 我们 就 得 出 KK, 在 3 
上 的 一 个 不 可 约 表 示 。， 当 我 们 把 KK, 看 成 一 个 3- 右 模 时 ,元 素 xs 
束 恰 好 构成 它 的 一 个 基 .。 用 元 素 4 = usp 去 左 浅 一 急 基 元 素 ， Wr, 
并 将 乘积 按 Ur 展开 ， 

(usB) ur 一 usurb™ 一 usrds,rpT 
就 得 到 元 素 a 4 的 表示 方 阵 (只 要 考虑 这 种 形状 的 元 素 就 够 了 ,因为 
一 切 其 它 元 素 都 是 这 种 元 素 的 和 )。 因 此 可 见 , 在 4 的 表示 方 阵 4 
中 , 第 工 列 第 5T 行 的 系数 为 gwz6p7, 而 该 列 中 所 有 其 余 系 数 均 为 
零 ， 由 此 即 知 , 共 斩 方 阵 4* 中 第 工 列 第 ST 行 的 系数 为 
(8878° = 68,78T™®. 
现在 我 们 要 找 出 将 表示 4 变形 为 表示 A 的 方 阵 Pi x， 
(10) Pr = Prd*. 
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我 们 取 已 为 那样 一 个 方 阵 ， 它 的 第 Y 列 第 YR 行 的 系数 为 Sr， 
而 该 列 中 所 有 其 余 系数 为 零 。 这 时 关系 式 (107) 就 能 满足 ， 因 为 在 
左 端 那个 方 阵 中 第 了 列 第 STR 行 的 系数 为 gs rapTs6rx, 在 右 端 那 
个 方 阵 中 同一 位 置 上 的 系数 为 Ssrp58zprs, 而 根据 $144 中 的 式 
《16) 这 两 个 系数 是 一 样 的 。 这 样 ， 我 们 就 找到 了 所 需要 的 方 阵 
Pa*。 其 余 的 Psr( 根 据 定 义 Psp 时 所 作 的 约定 ) 可 由 Ph 经 自 同 
构 S 的 作用 得 出 : 
PR 一 Ps,rs. 
关系 式 Ps,rPr,g 一 cs,rrPs,g 只 要 在 5 二 1 的 情形 能 满足 即 可 ， 
因为 我 们 总 可 以 通过 同 构 5 的 作用 , 把 足 标 1 变 为 5 (参看 (9)). 
因此 只 要 考虑 : 
Pi,rPe,rr 一 ClRiTRPITR 
或 
Pi,gPr,r 一 ci,piTRPLTR 
就 够 了 . 在 左 端 的 方 阵 中 第 S 列 第 STR 行 的 系数 为 
OsT,ROS,T 一 5.TRGT R， 
而 右 端 方 阵 中 相应 位 置 的 系数 为 cuaira6sm。 因 此 必须 命 
(11) CLRTR 一 BT,R。 
很 据 公式 (11), 只 要 知道 了 布 劳 尔 因子 系 , 诺 特 因子 系 也 就 可 
以 随 之 定 出 ， 可 是 诺 特 因子 系 完全 决定 代数 KK, 的 结构 ,因此 : 
市 劳 尔 代数 类 由 己 的 分 型 域 A 和 因子 系 {coo } 所 唯一 确定 ， 
在 前 面 当 讨论 代数 的 积 的 因子 系 时 ,我 们 已 经 建立 了 具有 同 
一 分 裂 域 A 的 布 劳 尔 代数 类 所 组 成 的 群 到 它们 的 相伴 因子 系 类 所 
组 成 的 群 上 的 同 态 .根据 适 才 所 证 的 唯一 性 ,这 个 同 态 是 一 个 同 构 
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容易 看 出 , $ 144 中 (16) 所 表示 的 结合 性 条 件 旋 是 coey 的 性 
质 a), 5), c) 的 推论 ， 因 此 ,每 给 一 组 县 有 性 质 a), 5), c) 的 域 元 
素 copy， 就 可 以 找 出 一 个 代数 类 ,这 个 代数 类 以 由 公式 (11) 所 定义 
的 因子 系 66,7 所 决定 的 又 积 为 代表 元 ， 

在 公式 (11) 的 基础 上 ， 可 将 布 劳 尔 因子 系 的 基本 性 质 搬 到 诺 
符 因 子 系 上 去 。 特别 从 这 里 可 以 推出 具有 固定 正规 分 裂 域 的 代数 
类 所 组 成 的 群 与 它们 的 相伴 《 诺 特 ) 因子 系 类 所 组 成 的 群 的 同 构 
性。 我 们 特别 指出 : 

又 积 民 .是 基 域 下 上 的 全 阵 环 , 当 且 仅 当 下 ,的 因子 系 8sr 与 单 
位 因子 系 相伴, 好 

Og,7 一 -scr 
CsT 

习题 . 1. 设 当 基 域 P 扩 张 成 扩 域 4 时 ,可 除 代 数 KK 过 渡 到 单 代数 Kj， 
证 明 , 布 劳 尔 因 子 系 将 按 如 下 方式 “精简 ”: 先 将 和 和 4 都 嵌入 一 个 共同 的 扩 
域 。 然 后 在 与 6 共 轿 的 一 切 元 素 ge 中 ,把 这 祥 的 一 些 元 素 选 出 来 ,这 些 元 索 
不 仅 对 P 来 说 与 9 共 因 ， 和 而且 对 新 的 基 域 4 来 说 也 与 8 共 因 。 如 果 04, 98， 
6r 都 是 被 选中 的 元 素 , 则 保留 cepy， 否则 就 将 capr 去 掉 。 用 诺 特 因子 系 的 语 
言 来 说 , 这 就 意味 着 只 有 当 5, 7 都 属于 伽 罗 瓦 群 的 某 一 确定 的 子 群 (机 一 个 
子 群 ?) 时 ，5s,r 才 有 资格 被 保留 。 

2. 利用 习题 1 解答 下 面 的 问题 ，z 中 哪些 子 域 是 具有 因子 系 56s,7 的 
代数 的 分 异域 ? : 

3。 两 个 循环 代数 (5, ,5) 和 (s, ,5) 同 构 ， 当 且 仅 当 6 和 s 的 比 是 域 
> 中 菜 一 元 素 的 范 数 ， 特别, (6, 2， 5) 是 P 上 的 全 阵 人 代数, 当 卓 仅 当 6 是 瑟 
中 一 个 元 素 的 范 数 ， 
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eingliedrig 单项 的 ”563 
Einheitsform 单位 形式 591 
Einheitsidel 单位 理想 ”458 
Finheitsoperator 单位 算 子 557 
Flementardifferential 初等 微分 399 
Flementarteiler 初等 因子 ”571,583 
Flementarteilersatz 初等 因子 定理 568 
endlich bleiben 保持 有 限 384 .406 
endlicher Modul 有限 模 523,5357 
Endlichkeitssatz 有 限 性 定理 555 
Endomorphismenk8rper 自 同 态 体 654 
Endomorphismenring 自 同 态 环 ”653 
Endormorphbismus 自 同 态 6352 
centhalt 包含” 496 

tquilibré 均衡 的 430 
Erweiterungsideal 扩 理 根 485 
Exponent 指数 465 


Faktorensystem 因子 条 623 
;35sozliertes ”相伴 因子 系 623 
,Brauersches 布 劳 尔 因 于 系 714 
,Noethersches 诺 特 因子 系 713 
Faktorengruppe einer T-Gruppe T- 
群 的 商 群 ”419 

Fastordnung 所 序 模 440 
"invariante 不 变 拟 序 模 ”441 
Fastring 氢 环 440 

Flache 曲面 505 

;quadratische 二 次 型 588 
Fundamentalfolge 基本 序列 423 
Funktion,，algebraische 代数 消 数 375 
,bilineare 双 线 性 浮 数 619 

一 一 ,charakteristische 特征 水 数 ”587 
;Stetige 连续 男 数 413 
Funktional，lineares 线性 渤 浅 391, 
432 
Funktionenkarper，algebraischer 代数 
函数 域 379,403 


G. G. T. 最 大 公 因 子 456 
Q,.-adische Topologie Q,-adic 拓扑 


422 

ganz 整 的 526,536 

gan2z-2bgeschiossen 整 闭 的 328 

ganze Gr6sse 整 量 526 

2lgebraische Funktion 代数 歼 抑 

数 527 

一 一 一 一 Gr8sse ”代数 整 量 526 
-Zah! 代数 整数 527 

ganzes Ideal 整理 想 536 

Ganzheitskriterium 整 性 判定 标准 555 

gcbrochenecs Ideal 分 式 理想 536 

Geschlecht 亏 数 390 

Grad einer Darstellung 表 孙 的 级 数 

666 


Klasse 类 的 次 数 402 

eines Divyisors 除 子 的 次 数 384 

Grassmannsche Algebra 格拉 斯 皮 代 数 
614 

Multiplikation ”格拉 斯 过 和 弛 法 613 
grasste Primarideale 最 大 淮 碌 理想 
470 

gr5sster gemeinsamer Teiler 最 大 公 
因子 456 

Grundform 基本 型 ”593 

Gruppencharaktere 和 群 特征 标 0683 
Gruppenkomplettierung 和 群 的 完备 化 


422 
Gruppenting 和 群 环 613 


halbeinfache Algebra 半 单 代数 634 
halbeinfacher Ring 半 单 637 
Halbgruppe 半 群 696 
Hiufungspunkt 束 点 ”4435 
Hauptcharakter 主 特征 标 679 
Hauptidealsatz 主 理 想 定 理 492 
Hauptordnung 主 序 模 533 
Hauptsatz der Algebrentheorie 代数 理 
论 的 基本 定理 627 
Darsiellungstheorie 表示 论 的 


ri 


主要 定理 ”668 
-一 一 Idealtheorie “理想 论 的 主要 定 
理 538,554 


一 一 -iiber abelsche Gruppen 阿 由 耳 群 
的 基本 定理 572 


a 731» 


ft 
ee 


Hermitesche Form 挨 尔 米 特 型 ”59] 
一 一 Symmetrie 挨 尔 米 特 对 称 393 
Hilbertscher Nullstellensatz 希 尔 伯 特 
零点 定理 506,511 
Hachstdimension 最 高 维 数 512 
hsheres Primarideal 高 位 准 率 理想 
553 
-一 Primideal ”高 位 案 理 相 553 
homogene Koordinaten 齐 次 坐标 566 
Hyperfliche 超 曲 面 506 
hyperkomplex Systern 超 复 系 ”602 
Ideal des KaSrpers 域 的 理想 534 
;ganzes 整理 要 536 
一 一 ,gebrochenes 分 式 理 想 336 
;Zugehsriges 所 属 的 理想 ”496 
,Zulissiges 可 许 理想 628 
;ZWelseltiges 双边 理想 5627 
Idealbruch 理想 分 式 546 
ldeaiquotient 理想 商 458 


Idqealtheorie，allgemeine 一 般 理 想 论 
450 


一 一 ,klassische 古典 理想 论 523，551 
'Spezielle 入 殊 理 想 论 552 

idempotent 寡 等 ”641 

index 指数 665 


[ntervall，offenes 开 区 间 410 

invariante Fastordnung 不 变 扳 序 模 
441 

invarianter Unterraum 不 变 子 空间 
S578 

invers-isomorph 上 反 同 构 653 

inverser Ring 首 环 700 


invertierbar 可 道 562 
irreduzibles Ideal -不 可 约 理想 466 
isolierte ”孤立 的 476 


isolierte Komponente 孤立 分 支 475 


KG. V。 最 小 公 倍 456 

kanonische Klasse 典范 关 ”402 

kanonischer Vektorraum 典范 向 量 空 
间 428 

Kistchen 方块 580 


一 一 konjugierter Elemente 


共 弧 元 素 


732 。 


类 682 

一 一 quasigieicher Ideale 氢 相 等 理想 
类 548 

klassische Idealtheorie 上 典 理 想 论 
523,551 

kleines Radikal 小 根 634 


kleinstes gemeinsames Vielfache 
公 倍 456 : 
Kocffizientenbereich 系数 区 557 
Ka5rpertppologie 体 拓扑 ”420 
完备 的 ”423，427 
Komplettierung von Gruppen 
答 化 422 

一 一 一 一 Ringen 还 的 完备 化 434 
一 一 一 一 5Schic 全 5rpern 体 的 完备 化 
436 
Komponenten 分 和 七 392 
Kompositiogsreihe 合成 列 491,563 


车 小 


komplett 


群 的 完 


konjugierte Darstellung 痊 弧 表 示 
689 
konjugierter Charakter 共 罗 将 征 标 

689 
Konstanten 常量 379 
Konstantenksrper 常量 域 379 
konvergent 有 收 化 414 


Koordinaten 坐标 560 
Kerperdiskriminante 域 判 别 式 535 
K65rperkomplettierungsaxiom 体 的 完备 
化 公理 ”437 
Kreisscheibe 圆 盘 410 
Kriterium von Hentzelt 部 策 尔 特 判定 
标准 ”520 
Kroneckersche Produkttransformation 


殉 罗 内 克 尔 积 变换 686 


Krullsche Bewertung 死 鲁 尔 赋 全 
442 | 

Kurve 曲线 505 

[-Komponente [人 -分量 644 

Linge 长 麻 491,646 


Lemma von Artin 阿 廷 引 理 442 
Zorn 措 轧 引 理 637 
Liesche Ringe 本 代数 5602 

极限 376,414 


CR 


Limes 


极限 赛 零 的 442 
线性 无 关 557 
线性 代数 ?56 
Gleichungen 线性 方程 组 564 
一 一 Hiille 线性 旬 697 
Transformation 线性 变换 558 
linearer Rang 线性 机 ”563 

lineares Kunktional 线性 泛 孙 391,432 
Linearformenmodul 线性 型 模 557 
linker Nullteiler 左 堆 因 子 561 
“linksbeschrinkt 左 有 界 439 
Links-Endomorphismen 左 自 同 态 653 
单 左 理想 628 
极 大 左 理 想 ”635 
一 ;minimales 极 小 左 理 起 ”628 
Linksideal，modulares 游 式 左 理 想 
035 
一 ;nlipotentes 和 罕 零 左 理想 633 
;Zulissiges 可 许 左 理想 ”628 
Linksmodul 左 横 428,630 
Links-Operatorenbereich 
428 
Linksquotient 


limesnilpotent 
linear unabhingig 
lineare Algebra 


Linksideal, einfaches 


Inaximales 


左 算 子 区 


左 商 ”629 
Links-Sterninverses 左 旦 道 元 638 
links-sternregulir 左 星 正则 的 ”638 
links-vollreduzibel 左 完全 可 约 的 645 
lokal beschrankt 局 部 有 界 的 “439 
bikompakt 局 部 紧 的 445 


Mannigtaltigkeit，algebraische 代数 流 


形 ”495 
Matrix 矩阵 558 
;regulare 非 奇 异 方 阵 564 
"singulare 奇异 方 阵 564 
Matrixprodukt 算 距 乘积 559 
Maximaibedingung 极 大 条 件 455,628 
Metodo rapido 快速 方 东 ”375 


Minimalbedingung 极 小 条 件 628 
minimales Linksideal 极 小 左 理想 628 
Minimalprinzip 极 小 原理 ”496 
Minimaltopologie 极 小 拓扑 ”443 
Modul，einfacher 单 模 631 
;minimaler 极 小 横 631 
;Zyklischer 循环 模 572 


modular 范式 635 
Modulbasis 横 基 523 
Modulprodukt 积 宰 618 
Modulquotient 模 商 3545 
Modujflsatz 横 定 理 661 
Multipla eines Divisors 
( 量 ) 383,398 
Multiplikationssatz der Determinanten 
行列 式 的 乘法 定理 “566 
multiplikativ abgeschlossen 


的 “475 


除了 于 的 倍 元 


乘法 封闭 


n-gliedrig nn 项 的 557 
Nennerdivisor 分 母 除 子 387 


niederes Primarideal 低位 淮 泰 理想 
553 

一 一 Primideal 低位 素 理 想 553 

Nilideal 宕 涯 元 理想 641 

nilpotent 才 堆 的 ”461,607 

nilpotentes Linksideal 客 加 大 理 朴 
033 

一 一 Rechtsideal 党 零 右 理 起 ”633 

INocthersche Bedingungen 诺 特 条 件 
516 


scher Ring 诺 特 环 450 

sches Faktorensystem 诺 特 因子 系 
713 

Norm 落 数 588,612 

normale Ajgebra 正规 代数 624 
Normalform 标准 形 598 

:dritte ”第 三 标准 形 584 

:elner Matrix 方 阵 的 标准 形 583 
;erste 第 一 标准 形 583 
第 二 标准 形 583 
Normalreihe，echte 真正 规 询 491 
规范 的 ”593 

零 序 列 434 

零 准 素 的 。487 
Nullstelle, allgemeine 一 般 才 点 ”S500 
函数 的 零 位 380 
cines Differentials 微分 的 零 位 
406 


= 


ZWelte 


normiert 
Nulifolge 
nullprimar 


einer Funktion 


Ideals ”理想 的 怜 点 495 
Nullstelie, kk-fache kk 重 零 位 380 
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Nullstellensatz von Hentzelt 李 第 尔 | 


特 零 点 定理 320 
一 一 一 一 Hijbert 禹 尔 伯 竺 办 点 定理 
506,511 


Nullstellenvarietit 零点 的 流 形 493 
;Techter ” 右 零 因子 362 


offene Menge 开 焦 410 
一 -Umgebung 开 邻 域 411 


Oktaven 八 元 数 代数 ”602 
Operatorenbereich 算 子 区 428 


“operatorisomorph 算 子 同 袍 ”623 


Ordnung 序 重 533 

一 -einer Funktion 二 数 的 阶 380 
cines Differentials 微分 的 阶 406 
一 一 ,maximale 极 大 序 模 533 
orthogonale Transformation 正 次 变换 
394 

Orthogonalititsbedingungen 正 交 性 条 
件 594 
Orthogonalsystem，normiertes ”规范 的 
正 交 系 5393 

;Vollstindiges 完备 正六 么 593 


Drtsuniformisierende 局 肖 单 信和 化 元 
380 


hp-adische Bewertung P-adic 髓 入 543 
‘Topologie p-adic 拓扑 422 
Pol 极 380 

eines Difterentiats 微分 的 极 406 
Polarform 被 式 389 ,592 
Polilynomideale 多 项 式 理想 ”495 
positiy-definit 正定 的 591 
Potenzen 和 526 

一 一 ,Symbolische 符号 等 477 

von ldealen 理想 的 窟 457 
Potenzreibhen 珍 级 数 381 
Potenzreiben, formale 形式 瑚 级 数 514 
Primarideal 准 素 理 查 462 
一 一 ,hiheres 高 位 难 素 至 和 喜 553 
niederes 低位 准 素 理想 553 
PrimarKkomponente 淮 宕 分 支 470 


一 一 ,tingebettete 拒 人 的 准 索 分 支 476 


一 一 ,isolierte ”孤立 准 认 分支 476 


"734 。 


Primdivyisor 案 除 子 384 
Primideal，hsheres 高 位 缘 埋 旨 553 
,niederes 低位 案 理 入 523 
Primiqeajkette 峙 理 想 链 ”490 
primitiv 本 周 的 650 

Primzahl 计数 373 
Primzahilpotenzgruppe 来 效 罕 群 373 
Produkt，ausseres 外 各 和 可” 613 

von Bilgebren 代数 和 的 积 620 
Algebrenkiassen ”代数 类 的 积 


aging 


710 


be | 


Fundamentalfolgen 基本 序列 
的 殉 424 

Idealen ”理想 的 积 456,629 
一 一 一 一 ldealklassen 理想 类 的 积 348 
一 一 ——Vektorriumen 向 和 空间 的 积 
6517 

Produktdarstellung 积 表示 686 
Produktraum 积 空间 617 
Produkttransforrmation 积 变换 686 
projektiver Raum 射影 空间 566 
Punkt 点 4 

一 一 ,allgemeiner 一 般 点 ”503 

一 一 des affinen Raumes 仿 躺 空 税 的 
点 ”495 

一 一 一 一 projektiven Raumes 射影 空间 
的 上 成 5656 


Fp 


quasigleich 所 相等 ”547 
quasiregular 所 正则 的 ”5638 
Quasiteiler 氢 因 子 。 54 

echter 真 氢 因子 551 
quasiteilerfremd ” 报 沪 公 因 子 的 ”549 


Quasiteilerkettensatz 氢 因 子 链 条 件 
551 : 


Quasivielfaches 氢 倍 547 
Quaternionen 四 元 数 611 
:verallgemeinerte 广义 四 元 吉 612 
Quaternionengruppe 四 元 数 群 ”684 
Guntientenring 商 环 4835 
"Verallgemeinerter 广义 商 环 487 


Radikal 根 634,635 
一 一 ,grosses 大根 #635 


a, 
eh re i ei. 


,kleines 小 根 634 
Radikalring 根 环 633 
Rang 秩 3563 
einer Form 型 的 和 容 ”590 
eines Gleichungssystems 方程 组 
的 入 ”3564 
iinearcr 强手 秩 ”563 
Raum，affiner 仿 射 空间 495 
:Projektiver 射影 空间 566 
~ 一 topologischec 拓扑 空间 410 
rechter Nullteiler 布 零 因子 562 
rechtbeschrankt 右 有 上 界 439 ， 
Rechtsideal，zulassiges 可 许 右 理想 
628 - 
Rechtsinverse 右 道 561 
Rechtsmodul 右 模 、 428 
Rechtsoperatorenbereich 右 算 子 区 428 
Rechtsquotient 右 商 629 
Reduktienssatz 过渡 定 理 661 
reduzibel 可 约 的 ”466,497,578 
reell 实 的 592 
regulare Matrix 非 寄 蜡 方 阵 564 
Reihenentwicklungen 级 数 展开 379 
relativ prim 五 素 459 
Residuensatz 留 数 定理 409 
Residuum 留 数 4 和 ?7 
Recsultantensyster 结 式 组 510 
Ring ohne Radikal 无 很 环 610,635 
一 一 ,Primitiyer 本 原 环 550 
Ringkomplettierung 环 的 完备 化 434 
Ringtopologie ” 球 拓 扑 ，420 


S-Komponente 5S- 分 支 475 
Sikulargleichung 长 期 方程 588 


Satz von Dedeckind 戴 德 会 定理 610 


一 一 一 Maschke 马 施 交 定 理 681 


一 一 一 一 Ricmann-Rocb 艇 受 - 罗 赴 定 


理 物 } 


~ 一 一 一 Wecddcrburn 训 德 人 有 是 定 再 


659 

Schema 图 式 692 
schwach primaar 弱 准 素 的 465 
semidefinit 半 定 的 591 
senkrecht 正 交 的 393 


Separable Erzeugung 可 分 后 成 元 和 3 
singulire Matrix 奇异 方 阵 364 
Skalar 标 最 556 

Skalarprodukt 数量 积 391 

Spalte 列 560 

Spezialititsindex 特殊 指数 .391 
;Satz vom 特殊 指数 定理 398 
Spur einer Darsteliung 表示 的 迹 675 
一 一 一 一 Matriz 方 阵 的 迹 588 


stark primiar 强 惟 索 徇 ”463 


Stelle 位 380 

Sterninverses 是 逆 元 638 

Sternprodukt 星 积 638 

sternregulir 星 正 则 的 ”639 

sternregul&res Ideal 星 正 则 理想 ”639 

stetig ”连续 413 ? , 

Struktursatz fiir Endomorphismenringe 
目 同 态 环 的 结构 定理 657 


一 一 -cinfache Ringe 单 环 的 结构 定 
理 ”659 


一 一 一 一 haibeinfache Ringe 半音 环 的 
结构 定理 659 

Produkte 积 的 结构 定理 702 
Summe von Idealen 理想 的 和 456 
Matrices ”和 矩阵 的 和 559 

一 一 一 NModuin 模 的 和 536 
symbolische Potenz 符号 窒 477 
symmetrisch 对称 的 593 
symplektische Gruppe 辛 群 601 


ri 


sini, 


1T-Groppe 工 - 群 415 

工 ~ 有 arper 工 ~- 域 420 

T-Modul T- 模 427 

1T~Ring T~ 环 420 

1-Schietkirper 工 - 体 420 

Ti~Gruppe Tx- 群 46 

Ti"Raum Ti- 痊 间 44 

tellbar 整除 385,392 | 

Tellbparkeitskriterium ”整除 性 判定 标准 
335 z 

tellerfremd 无 公 因 子 的 477 

Talerinduktion 因子 归纳 453 ,553 

Teilerketensatz 因子 链条 件 ”453 ,524 


| Teilraum zur wurzel 区 属于 根 4 的 


。 了 33， 


和 


-PE a, 于 Co 


a 


于 空间 384 

Tensoren 张 朋 614 

一 一 Zzweiter Stufe 二 阶 张 量 618 
Tensorenring 张 量 环 614 
Tensorraum 张 量 空间 618 
topologisch 拓 和 耻 的 

isomorph 拓扑 同 构 416 
topologische Abbildung 拓扑 鼎 射 414 
Algebra 拓扑 代数 410 
一 一 Gruppe 拓扑 群 415 
topologischer K6rper 拓扑 域 420 
Modul 拓扑 模 427 

Raum 拓 提 空间 410 

一 Ring 拓扑 环 420 

一 一 Schiefk5rper 拓扑 体 420 
Vektorraum 拓扑 向 量 空间 428 
rrigheitsindex 惯性 指数 591 
Tragheitsgesetz 惯性 定理 591 
,lineare 线性 变换 558 
,orthogonale 正 交 变换 3594 


Transitivitat der Ga 人 hsit- 整 性 的 传递 


性 528 
lrennungsaxiome 分 离 公 理 414 
reu 忠实 的 632,666 


Unabhingigkeitssatz 独立 定理 383 
ungemischt 4-dimensional 纯 了 维 的 312 
unimodular 女 横 的 566 

unitir Transformation 本 变换 594 
Universalk5rper 泛 域 499 
Untergruppe einer T-Gruppe 工 - 群 的 
子 群 418 
Untermodul 于 模 631 


Unterraum, linearer 线性 于 空间 566，- 


627 


unverkirzbar 不 可 缩短 的 ”468 
unzerlegbar 不 可 分 解 的 ”550 
berall endlich 处 处 有 限 的 398 
Umgebung 邻 域 411 

一 一 der Eins 单位 元 的 邻 城 416 
der Null 看 元 的 邻 域 393,418 
Umgebungsaxiome 邻 域 公 理 413 
Unigebungsbasis 邻 域 基 4ii 
Uimgebungssysterm 邻 域 组 ”3 


e 736 = 


vy-Ideal”w 理 想 554 

V-Topologie V- 殷 扑 444 

Varietit 流 形 ”495 

eines Ideals 理想 的 流 形 ”495 

Vektor 向 量 392,538 

Vektorraum ”向量 空间 428 ,558 

;dualer 对 侦 向 量 空 间 432 

上 anonlischer 典范 的 向 量 空 | 间 428 
Verengungsideal 局 限 理 想 485 
Verfeinerungssatz ”加 细 定 理 549 

verschobene Umgebung 平移 邻 域 416 
Vergrkaerung 粗 化 431 
verschrinktes Produkt 又 积 621 
voller Matrixring 全 阵 环 611 
Volifastordnung 完全 拟 序 模 441 
vollstindig reduzibel 完全 可 约 的 
280 ,632 


Wiirfel 方 体 413 


Wiirfelumgebung' 方 体 邻 域 419 
Wurzelring 根 环 533 


Zahlerdivisor 分 子 除 子 387 
Zeile 行 560 

zentrale Algebra 中 心 代数 624 
Halbgruppe 中 心 半 群 699 
Zentralisator 中 心 化 子 702 
Zentrurmn 中 心 624 

Zerfillung 分 弄 664 
,Vollstindige 完全 分 裂 663 
ZerfalluangsKkarper 分 型 域 6635 
Zerlegungssatz 分 解 定 理 498 
,erster 第 一 分 解 定理 466 
,Zweiter 第 二 分 解 定 理 470 
zugehbriges Ideal 所 属 理想 496 
Primideal 所属 素 理 根 463 
zulissiger Untermodul 可 许 子 模 631 
zulassiges Ideal 可 许 理想 628 
zusammengesetzt 复合 的 ”497 
zusammenhingend 连通 的 449 
zweiseitige Ideal 双边 理想 ”628 
Zerlegungen 双边 分 解 646 
zyklisch 循环 的 ”572 

zyklische Algebra 循环 代数 625 . 
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